Mecdnica Cudantica Curso 2006

Practico 8: Perturbaciones

1. La funcién potencial de un oscilador unidimensional de masa m y frecuencia angular w es

V(z) = %ka +ca? (1)

donde el segundo término es pequeno frente al primero.

a) Muestre que a primer orden, el efecto del término anharménico es cambiar la energia Fy
del estado fundamental por 3c(fi/2mw)?.

b) Cual serfa el efecto a primer orden de un término adicional 2% en el potencial ?

2. Una particula de masa m se mueve en un potencial unidimensional de oscilador arménico
simple V0 = %ka, con frecuencia angular w = y/k/m. Un término perturbativo pequeno
V! =1 6kax? se suma a VO.

a) Muestre que las perturbaciones a primer y segundo orden de la energia del estado funda-
mental son E' = 1 (6k/k) hw, E?=—L (6k/k)* hw.

b) Cémo se relacionan estas expresiones con la expresién exacta para la energfa ?

3. Silos efectos de espin son despreciados, entonces los cuatro estados del atomo de Hidrégeno
con n = 2 tienen la misma energia E°. Muestre que cuando se aplica un campo eléctrico e
a los d4tomos de Hidrégeno estos estados cambian sus energias a primer orden a E° + 3agee,
E° EY
, B,

4. Un sistema de atomos de Hidrégeno en el estado fundamental esta contenido entre las placas
de un capacitor plano-paralelo. Se aplica un pulso de voltaje al capacitor de modo que se
produce el campo eléctrico homogéneo

e=0 t<0, e=¢g¢exp(—t/7) (2)

a) Muestre que después de un tiempo largo, la fraccién de dtomos en el estado 2p (m = 0)
es, a primer orden,
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(3)

donde ay es el radio de Bohr, y hw es la diferencia de energia entre 2p y el estado fundamental.

b) Cudl es la fraccién de dtomos en el estado 2s ?

5. Considere un oscilador armoénico unidimensional de masa m, frecuencia angular wg y carga
q. Sean | ¢, >y Ep, = (n+1/2) hwy los autoestados y autovalores de su Hamiltoniano Hy.
Para t < 0, el oscilador estd en el estado fundamental | ¢g >. En ¢ = 0, se enciende un pulso
eléctrico de duracién 7. La perturbacién correspondiente se puede escribir W(t) = —ge X
para 0 < t < 7 y 0 para cualquier otro instante. ¢ es la amplitud de campo y X es el
observable de posicién. Sea Py, la probabilidad de encontrar el oscilador en el estado | ¢, >
después del pulso.



a) Calcule Py; usando teorfa de perturbacién a primer order independiente del tiempo. Cémo
varia Py con T para un valor fijo de wgy ?

b) Muestre que para obtener Pya, la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo debe
ser empleada al menos hasta segundo orden. Calcular Pys hasta este orden.

¢) Calcule las expresiones exactas para Pgp1 y Ppz por medio del operador traslacién. Al
hacer un desarrollo limitado en serie de potencias en ¢ de estas expresiones, encuentre los
resultados de las preguntas precedentes.

. Considere un sistema de momento angular j = 1 y el espacio de estados tridimensional
constituido por los tres kets {| + >| 0 >| — >}, autoestados comunes a J* (autovalor de
2h2) y J. (autovalores +h, 0 y —h). El Hamiltoniano Hy del sistema es Hy = a J, + %JZQ
donde a y b son dos constantes positivas con dimensién de frecuencia angular.

a) Cuédles son los niveles de energia del sistema ? Para qué valor de b/a hay degeneracién ?

b) Un campo magnético estitico Bg se aplica en la direccién u con dngulos polares 6 y
¢. La interaccién con By del momento magnético del sistema M = ~J es descrita por el
Hamiltoniano W = wg J,, donde wy = —v | Bo | es la frecuencia angular de Larmor en el
campo By, y J, es la componente de J en la direccién u

Jy = J, cosb + J, sinb cosp + J, sin6 sin ¢ (4)

Escriba la matriz que representa W en la base de los tres autoestados de Hy.

¢) Suponga que b = a y que la direccién u es paralela a Ox. Suponga ademds que wy << a.
Calcule las energias y los autoestados del sistema a primer orden en wy para las energias y a
cero orden para los autoestados.

d) Suponga b = 2a y que nuevamente wy << a, la direccién de u siendo ahora arbitraria. En
la base {| + >1]0 >| — >}, cudl es el desarrollo del estado fundamental | 19 > de Hy + W,
a primer orden en wqy 7

. Una paricula de masa m que se mueve en el plano XOY tiene asociado el Hamiltoniano
2 p? . - . . .

Hy = %—&-ﬁ—l—% mw? (X?+Y?) (un oscilador arménico en dos dimensiones de frecuencia w).

Estudie el efecto sobre esta particula de una perturbacién W dada por W = Ay W7 + Ay Wa,

donde A1 y A2 son constantes, y las expresiones para Wi y W5 son
L2
Wi=mw?’XY Wy=hw (h;—2> (5)

(L, es la componente en OZ del momento angular orbital de la particula). En los cdlculos
perturbativos considere solo correcciones a primer orden para las energias y de orden cero
para los vectores de estado.

a) Indique, sin hacer célculos, los autovalores de Hy, sus grados de degeneracién y sus au-
toestados asociados. De aqui en mas, considere solamente el segundo estado excitado de Hy,
de energia 3hw que es degenerado de orden tres.

b) Calcule las matrices que representan las restricciones de Wy y W al subespacio de autovalor
3hw de Hy.

¢) Suponga Ay = 0y A\; << 1. Calcule, usando teoria de perturbacion, el efecto del término
A1 W1 en el segundo estado excitado de Hy.



d) Compare los resultados obtenidos en ¢) con el desarrollo limitado de la solucién exacta
(use los modos normales vibracionales de dos osciladores arménicos acoplados).

e) Suponga que Ay << Ay << 1. Considere los resultados de la pregunta c) como una
situacién no perturbada y calcule el efecto del término Ag Wo.

f) Ahora suponga que A1 =0y Ay << 1. Use la teorfa de perturbaciones para encontrar el
efecto del término Ao W5 en el segundo estado excitado de Hy.

g) Compare los resultados obtenidos en f) con la solucién exacta.

h) Finalmente, suponga que A\; << Ag << 1. Considere los resultados de la pregunta f)
como un nuevo estado sin perturbar y calcule el efecto del término Ay Wj.

. a) Un electrén se encuentra en el estado fundamental de un pozo esférico de profundidad V;
y radio a. Se aplica un campo eléctrico uniforme Eycos(wt) en la direccién de z. Calcule la
probabilidad de ionizacién por unidad de tiempo en funcién de w.

b) Idem, si el campo Eycos(wt) se aplica a un electrén de un 4tomo de hidrégeno en su estado
fundamental.

. Considere el proceso de desintegracién 5~ de un ntcleo inestable A — B + e~ + 7. Asuma
que una vez emitidos, el electrén y el antineutrino son libres y se comportan como ondas
planas, y que la interaccién es tal que H;; ~ gM/V (V volumen del laboratorio). Interprete
fisicamente esta hipétesis. Deduzca usando la regla de oro (y férmulas relativistas para la
energfa) que la probabilidad por unidad de tiempo, w(p.)dp. de que, para un nicleo dado,
se produzca una desintegracion 37, en la que el electrén salga con un impulso comprendido
entre pe v pe + dpe debe ser:

2 2.2 2
9" M?pZ (w — pe)?dpe
w(pe)dpe = 27T3FL7C3 (6)

Calcule entonces la vida media para un neutrén usando esta férmula.



