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1. Dinamica del punto

Momento lineal: p = mu. Sea m en la posicion 7
respecto de O, defino momento angular respecto de O:
L = 7xmu. Energia cinetica: T = %va. Si el punto
esta sometido a una fuerza ﬁ, el trabajo realizado por

la fuerza es:

B . to . ta
WABZ/ F'd’FZ/ F~17dt=/ P(t)dt
A t1 ty

siendo P = F - 7 la potencia. Si F = —-mVV, la
funcion V' (7) es el potencial y F' es conservativa pues:

B

Wap = / F-di = mV (A)—mV (B) = Ep(A)—Ep(B)
A

siendo Ep la energia potencial de m.

Segunda ley de Newton:

d(m7)

F=
dt

de donde defino impulso: Ap = fﬁdt y de donde
tambien:

y de donde si m = cte

B
Wap :/ F.di=Tg —Tx
A
por lo que si la fuerza deriva de un potencial tenemos:
Wap =Tp —Ta = Ep(A) — Ep(B)

Gradiente en diferentes coordenadas:

ov _, oV _, oV
VV—%E;C—FF:U@y“‘EeZ

ov _, 190V , 0oV
V= gt it 9
ov , 10V 1 9V
V= ot 10 T ma 0

(0 = 90° — ¢ es colatitud y ¢ angulo acimutal)

2. Planeta rigido

Potencial generado en 7= (z,y, 2):

dm(s)

M| &7

V() =—¢

Campo gravitacional en 7 generado por el planeta:
r=—VV(F)

Energia potencial del planeta

&:Awmma

que para una esfera homogenea es
3GM?
5 R

Potencial de planeta con simetria de revolucion con
radio ecuatorial R, latitud ¢, casor > R :

Ep =

Formula de MacCullagh para planeta cuasi esferico y
para r > R:

. GM G(A+B+C =3I
VP(F)—_ r 23

con I momento de inercia en la direccion de 7:
FIF = I = (Az? + By? + Cz%)/r?
Siendo I el tensor de inercia. Para esfera homogenea

2

I=-MR?
FMR
SiA=B o

"= R

El sistema de referencia es no inercial definido por los
ejes ppales de inercia que rota con &, por lo tanto

aror .

Momento angular

=

L=1J
Energia cinetica rotacional

1.
T=-& L
2

Potencial rotacional para los puntos de la superficie

(r~R):

1
Viot (1, ¢) = —§w2r2 cos? ¢
Potencial superficial total:

‘/tot (Ta (b) = Vp(rv ¢) + Vtr‘ot (T7 (b)



3. Planeta no rigido: deformacion rotacional

Un planeta esferico rotante tiende a seguir una su-
perficie de equipotencial cuya forma puede deducirse
de:

Viot = Vp(RH% LI Veor (R, ¢)+ag:f’t O =cte
resultando .
or =~ 2G0 cos? ¢
Limite para velocidad rotacional:
VWit(R,0) =0 =  wi,, = gR—Af

4. Planeta rigido y satelite puntual: inter-
cambio de momento angular

El satelite puntual m (o esferico con densidad radial)
ubicado en la posicion 7 respecto al baricentro O del
planeta experimenta una fuerza

F = —mVV(F)

El planeta M experimentara un momento

—

M =7 x (—F)

que producira una variacion en el momento angular
L, del planeta: B
dL, -
— =M
dt
Momento angular total del sistema:

I; —|—ES —&—L;Tb = cte

pero L, = cte siempre por ser puntual o de simetria
radial, entonces:

dL,  dLow

ot T ar Y

donde
Loy = mTF X U

siendo m,. la masa reducida y v la velocidad orbital del
satelite referida al baricentro del planeta (y respecto
a un sistema no rotante).

Energia total del sistema:
E=FE. o+ Eop

donde

E,ot = %J}'IJ}: energia cinetica rotacional del plan-
cta

Eorb = TB + Epot

Tg = %mrvzz
tema

energia cinetica baricentrica del sis-

E, o = V(r)m: energia potencial de interaccion

Si planeta y satelite son rigidos las energias poten-
ciales de ambos cuerpos seran constantes y podemos
obviarlas. Si planeta y satelite estan suficientemente
alejados podemos asumir V(r) = —GM/r con lo cual
nos remite al problema de 2 cuerpos resultando

Mm
2a

siendo a el semieje mayor de la orbita relativa. Final-
mente

Eorb = _g

Mm

=ct
%0 cte

1

5. Planeta no rigido y satelite: deformacion
de mareas

Se aplica al caso de un planeta no rigido afectado por
el potencial V; generado por un satelite S de masa
m ubicado a una distancia a = OS. El punto P del
planeta localizado en p = SP respecto al satelite y en
7=O0P respecto al planeta experimentara debido al
satelite un campo proporcional a VV,(7) donde

y,=_gm_ _gm

= =T () Paleost)

n=0

siendo 1 el angulo P/O\S, donde ¥ = ¢ solo si el
satelite es ecuatorial. Considerando r ~ R los ter-
minos para n = 0,1 son constantes para todos los
puntos del planeta por lo cual el potencial de mareas
corresponde a los terminos n = 2,...00. Si consider-
amos solo n = 2 tenemos

m 4 (3cos? 1 — 1)
Vtidal(r,w) =~ *g$r f

Potencial total superficial

‘/tot(ra ¢) =~ ‘/;17(7‘7 ¢) + ‘/tidal(rv 1/))

El planeta tiende a seguir superficies de equipotencial
cuya forma puede deducirse de

av, OViia
Viot = V;,(R)—&—a—rp R(S”W”d(R”/’HT; R5r = cte
resultando .
or ~ SR cos?

- 2Ma?
Parte de la energia mecanica se disipa en calor por
friccion de mareas por lo cual (si estan suficientemente
alejados)

dE  d 1 Mm
= a9,

donde a es el semieje mayor de la orbita relativa.

)< 0

Si existe rotacion el campo gravitacional total su-
perficial sera:

vv;fot = vvp + VV;tidal + vv;*ot



Limite de Roche: cuando el campo gravitacional
superficial total ecuatorial de un satelite es nulo

gm GM

T3 = 3 2R+ w2R,

el satelite solo se podra mantener entero por cohesion
del material resultando

2M
7)1/31{3 o aL:(i)l/SRS

CLL:(
m m

segun si despreciamos rotacion del satelite o si la
suponemos sincronica respectivamente.

6. Dos cuerpos
Tomando como origen el baricentro se cumple:

miri +mory =0 miri + meors =0

Tomando origen en m; llegamos a la ecuacion de
movimiento relativo con ¥ = 75 — 77

—

=, r
r—i—uT—S:O

1= G(my + ms). Usando masas solares, UAs y dias:
G = k? = 0.01720209895%. Multiplicando vectorial-
mente la ecuacion de movimiento por 7 obtenemos la
integral de momento angular:

Fxr=r’fi=h=2—%

I h
€= — 7 = cte
L
Solucion de la ecuacion de movimiento:
W
(14 ecosf)

con h = y/pa(l — e2?). Multiplicando escalarmente la
ecuacion de movimiento por 7 obtenemos la vis viva

integral

2 r 2a
Energia sistema = cinetica baric + potencial:
1 mimso

E:*mrv2_g :mrcz_gmlmQ
2 r 2a

1
o2 N

Momento de inercia sistema I = m,.r2

—

Momento angular sistema L =m.h

siendo
mimsa
m,,. =
my + Mo
la masa reducida. Si mo < mq, C resulta la energia
por unidad de masa para ms y h el momento angular

por unidad de masa para ms.

Para el caso eliptico vale:

_ 2Acipse  2ma®V1 — e?

h T T

de donde defino

Dependencia f(t),r(t):
r=a(l —ecos E)
M=n(t—7)=FE—esinE
am
dt
f=M+ Qesin+§ezsin?M+ .
Encuentro hiperbolico con parametro de impacto
o, angulo de deflexion ~:

n =

h = 0V a——%
’UOO
2
2 g T\2
— 1= = (cot L

e e (co 2)
1
sinlz—cosfoo:f
2 e

Condicion de colision o < Ry/1 —2a/R
Dependencia f(t),r(t):

r=a(l —ecosh F)

vit—71)=esinhF - F

v=/~pufa® =l /u
Caso parabolico

_ f
Z—t&ni

Vapst—7)=32°+Z2

7. Orbita en el espacio

Si N = (cos 2, sin 2, 0), entonces:

N x € =esinwh

longitud del pericentro: w = Q +w
longitud media: A = w + M
longitud verdadera: L = w + f
Funciones f y g:
7(t) = £7 + go
i(t) = £y + giho
Inclinacion mutua I entre 2 orbitas:

cos I = hy-hg = sinig siniq cos(Qe — Q1) + cos iz cos iy



8. Orbita perturbada
Dada la perturbacion
dF = Ri+ T + N2

tenemos ) ) . )
C=r-dF =7R+rfT

%:deﬁ:rTé—rNg

9. Formulacion Hamiltoniana 2 cuerpos

Dados 7, ¥ relativas definimos el momento lineal del
sistema como P = m,U que resulta canonicamente
conjugado de 7, siendo m, la masa reducida del sis-

tema )
p-pmy
2m,. T

H:

Variables de Delaunay

(4,9,h) = (M,w,9)

(L,G, H) = mr\/M(l, Vi—e2J1—e? cosi)

2,3
prms

212

H =
Variables de Poincare
(>\a77'z) = (M+W+Qa —Ww — Qa _Q)

(AT,Z)=(L,L-G,G— H)

3

2
_prm

2A2
Variables excentricas y oblicuas

H:

(h, k) = V2T (cos, siny)
(p,q) = V2Z(cos z, sin 2)

10. Tres cuerpos restringido circular

Unidades tales que: a = 1, uy + po = 1, T = 2,
(w=n = 1) Notacion: ps = u, u3 = 1 — u Sistema
baricentrico rotante (x,y, z), e inercial (£,7, (). De

b i 4 25 dUu
TE 2= —
vy i

se deduce la Integral de Jacobi
Cy=2U —v*

siendo )

w M1 2
U="—@@*+yH)+(—=+52
S @)+ ()

el pseudo-potencial y v2 = &2 4 2 + 22 la velocidad
en el rotante. En funcion de 7, V' inerciales la energia
por unidad de masa para la particula resulta:

1 .
C=§V2—(ﬂ+@)=h-w—

1 T2

1
-C

5&7

que no es constante.

Parametro de Tisserand y velocidad de encuentro.

Si despreciamos (2 — %) resulta

a

C'J:a—p—l—Z (1—e?)cosI =T
a

ap

Velocidad relativa de encuentro al infinito (proximo
al planeta pero siendo despreciable su potencial):

Voo = U = +3—-T — siT > 3 no puede haber
encuentro. T < 3 es condicion necesaria pero no su-
ficiente para que haya encuentro. Componentes de U
en el sistema rotante y en las unidades del P3C :

Uy =+/2—1/a—a(l —€?)

Uy =+/a(l —e%)cosI —1

U, =xa(l —e?)sin]

Puntos de equilibrio, distancias a u:
1.2

ra(L1) =a—z0° — ...

TQ(LQ):(X—I—%O(Z—...

1/3
o = M2 /
— \3m

ra(Ly) =2— 5 (1) + 1—72(%)2 _

Constante de Jacobi para los puntos de equilibrio:

Cy(Ly) =~ 3+ 34323 —10u/3

Cy(Ly) =~ 3+ 34/3u%/3 — 14u/3

Cy(L3) ~3+u

Cy(La) =3 —p

Cy(Ls) =3 —p
Troyanos: estables si 4 < 0.0385 con periodos de
libracion en revoluciones planetarias

Py = (1-27p/4)"3

Py = (27u/4)"%

Esfera de Hill en torno de u: Ry = (%) :

11. Teoria secular lineal para el sistema plan-
etario

Bajo el efecto de los N planetas, la evolucion secular
del planeta j en las variables (h, k) = (e cos w, esin @)
y (p,q) = (icos€,isin ) puede ser descripta como:

N N

h; = Z Ejisin(git+0;), kj = Z Ej; cos(git+03;)

=1 =1



N N
pj = Lisin(sit+7),  a;=Y  Ijcos(sit+7)
i=1 1=1
donde las g¢;, s; son las frecuencias fundamentales del
sistema cuya influencia en el planeta j estara dada por
el valor de los coeficientes Ej;, I;;. Los a; no tienen
evolucion secular.

Frecuencias fundamentales del Sistema Solar
despreciando Pluton en ciclos por millon de anos.
Valores relativistas (Laskar) y no relativistas (yo).
k| g Sk 9 Sk
4.30 -4.32 4.02 -4.24
575 | -5.44 | 5.66 | -5.03
13.41 | -14.54 | 13.34 | -14.54
13.83 | -13.70 | 13.77 | -13.70
3.28 0 3.29 0
21.79 | -20.32 | 21.80 | -20.33
2.37 -2.30 2.38 -2.31
0.51 | -0.53 | 0.52 | -0.53

0O Ui Wi

La componente s; = 0 implica un termino con-
stante, se encuentra presente en todos los p;,g; con
igual amplitud I;5. Esto implica que todos los plane-
tas tienen en el plano (p, ¢) su centro de oscilacion de-
splazado del origen. Usando como referencia el plano
de la ecliptica este desplazamiento es tan grande que
todos los €2 libran en vez de circular. Usando el plano
invariable el desplazamiento es menor y los nodos cir-
culan. Las fecuencias fundamentales no son las fre-
cuencias de oscilacion de perihelio o nodo que son el
resultado de la suma de 8 terminos.

12. Teoria secular lineal para una particula

La evolucion secular de una particula orbitando el Sol
y pertubada por N planetas en las variables h, k, p, q
puede ser descripta como:

h = eprop sin(At + 5) + hyor.(t) = esinw

k = eprop cos(At + ) + kfor-(t) = ecosw
P = iprop Sin(—At + ) + pror.(t) = isin
q = Tprop COS(—At + ) + qror-(t) = icosQ

siendo

hforz = blIl glt+6l)

\Mz

- cos (git + i)

N
kforz = Z

N
g
Dforz = — Z e Z_ < sin(s;t + ;)
. 3

i
Qforz = — oy cos(s;t + ;)
i=1

CON @, €prop, tprop, 4, B,y constantes dependientes de
la particula, g;, s;, 8;,7; frecuencias fundamentales y
fases del sistema planetario y v;, u; dependientes del
sistema y del a de la particula. El termino pro-
pio oscila con frecuencia A y el termino forzado es
una composicion de terminos de varias frecuencias.
Las eventuales variaciones en los elementos propios
son debidas a la difusion caotica. Si los terminos
forzados son pequenos se observara aproximadamente
1 = —w < 0. Cuando eprop < €for» S€ Observara w
librando en torno de un wy,,, que tambien varia con
el tiempo. Cuando ip,op < ifor, Se observara € li-
brando en torno de un ¢, que tambien varia con
el tiempo. Los terminos forzados dependen del a de
la particula y del tiempo, por lo que para un deter-
minado instante asteroides con igual semieje suelen
presentar iguales terminos forzados (fenomeno obser-
vado).

Cuando a — apianetq 1a teoria predice

€forz — Eplaneta

Wforz = Wplaneta

iforz - Z'planeta

Qforz i Qplaneta

De acuerdo a las ecuaciones planetarias de La-
grange tambien tenemos que si:

e—0 || — oo

i—0 | — o0
13. Resonancias seculares

Resonancia de perihelio: cuando wprep = A — gk
tenemos efor, — 00 y e oscilara en torno de grandes
valores con frecuencia ~ gy y probablemente w circule
con la misma frecuencia. Resonancia de nodo: cuando
mep = —A — 55 tenemos if,r, — 00 y % oscilara
en torno de grandes valores con frecuencia ~ s y
probablemente €2 circule con la misma frecuencia. Son
periodos del orden de 10° — 10° afios.

La determinacion experimental de una resonancia
secular no es trivial pues implica encontrar la fre-
cuencia A de variacion de los elementos propios y de-
mostrar su igualdad con alguna g, si. Notese que los
elementos propios no son los osculantes. Notacion:
resonancia 4 es la resonancia de w con k = 6, siendo
el angulo critico g = w — ggt. Resonancia v4 es la
resonancia de €2 con k = 6, siendo el angulo critico
016 — Q- Sgt.

Teoria no lineal: cuando

A — comb.lineal(g;, s;)

aparecen terminos forzados de orden superior que
pueden tender a infinito.



14. Resonancias de movimientos medios

Los periodos de libracion son de 102 — 103 de afos.
gradop=...,—2,—1,1,2,...

si p < 0 resonancia exterior a la orbita del planeta

si p > 0 resonancia interior a la orbita del planeta

orden ¢ =0,1,2,...

Para g = 1, o tiene centro de libracion en 0 y 180.
Para ¢ = 2, o tiene centro de libracion en 90 y 270.
Las resonancias exteriores tipo 1 : N tienen centros
asimetricos (dependen de e).

La resonancia (p+gq) : p verifica: (p+¢)n,—pn ~0
lo cual implica

( P )2/3
a~a,| —
p+q

Angulo critico de resonancia tipo excentricidad:
o= (p+ q)A, — A — qw, el termino perturbador res-
onante es proporcional a e?. Angulo critico de res-
onancia tipo inclinacion (solo existe para ¢ > 1):
o= (p+qg)A, —pA—qQ, el termino perturbador reso-
nante es proporcional a i9. Si el plano de referencia no
coincide exactamente con la orbita del planeta, para
pequenas i el 2 puede parecer librar en vez de circu-
lar. Esto es debido a que en la evolucion secular de
Q hay una componente propia y otra forzada. Si son
varios planetas es recomendable el plano invariable
como referencia. Las resonancias expresadas en las
variables (ecoso,esino) y (icoso,isino) presentan
componentes forzadas (con frecuencias ~ g; y ~ s;
respectivamente) y una propia (la libracion).

Troyanos (¢ =0): 0 =X — X\,
Nota: al calcularlos los o siempre deben ser man-
tenidos en un rango de 360°.

15. Resonancia de 2 planetas masivos

Para ¢ = 1 los angulos criticos pueden ser:
(p + 1)/\1 — p>\2 — w1
(p+1)A —pla — w2
Para ¢ = 2 los angulos criticos pueden ser:
P+ 2)A\1 — pAy — 2wy
P+ 2)/\1 — p>\2 — 2wy
)AL — pAa — 20
P + 2)/\1 — p)\g — 292
p+2)A —pla — w1 — w2
)AL —pA2 — Q1 — Qo

16. Resonancia de Kozai

Es una perturbacion secular para altas inclinaciones
y verifica a ~ cte y @ = Q) de donde & = 0 oscilando
en torno de w = 90° y w = 270°. Se producen oscila-
ciones acopladas de e, tal que Hy = v/1 — e2 cosi ~

cte. Para inclinaciones bajas tambien puede haber
resonancia pero con w oscilando en torno de w = 0°
y w = 180°.

17. N cuerpos

Se define funcion fuerza del sistema:
n
m;m;
U=k — =
Z Z Tij pot
1<j j=1
El potencial a que esta sometido m; es:
.
Ve
J#i

Ecuacion de movimiento en sistema inercial:

Tij

T — T
3
i

n
j=1

Momento angular sistema:

n
E m;7; X 7; = L = cte
i=1

se deduce la energia del sistema
E=T-U=cte

Teorema del virial: sea

n

2

I= E m;r;
i=1

resulta B
I =2U+4F =2T +2F

condicion de equilibrio
<I>=0 = <T>=<U/2>,

Hamiltoniano del sistema:
n p2 n—1 n gm o
_ i im;
H=) 5--> > =
= 2m Tij

I =1 =it
Transferencia del origen al Sol (sistema no inercial):

— n—1 — — —
g T ;=T T
52 i _ g2 i T
7+ k (mn—l—mi)T—S—k E m]—( 3 —T—d)

‘ J#i " J

que tambien se escribe como:

N n—1

=, T

i K (- mi) 5 = > m;ViR;;
A

of L _Ti-Tj
Ry =k (———3~
T4 s
1] 7
son las funciones perturbadoras debidas a las masas
m; que suelen expresarse en funcion de los elementos

orbitales heliocentricos de 7 y j.

donde



18. Sistema Hamiltoniano

El problema de N cuerpos espacial es un sistema
hamiltoniano de 3N grados de libertad siendo el es-
pacio de fases 6N dimensional. Considerando que
‘H = cte las trayectorias en el espacio de fases ten-
dran (6N-1) dimensiones. En general

H :H(Qla"'7q3N7p17"'7p3N) = cte

pero si el sistema es integrable existe una transforma-
clon canonica a las variables angulo-accion (6;, J;):

H :H(Jl,...,JgN)

resultando las ecuaciones de movimiento:

0'1': g?}f =v; = cte
. oH
J;=— 20, ~ 0
donde las v;(J1,...,Jsn) son las frecuencias funda-

mentales. La solucion es trivial: las J; son constantes
y los 6; crecen linealmente con el tiempo. En el sis-
tema planetario las 3N frecuencias fundamentales son
las g;, s; (que determinan la evolucion a largo plazo) y
las n; (movimientos medios) siendo estas ultimas ig-
noradas o filtradas por ser de alta frecuencia. Todas
las demas frecuencias que aparezcan en la evolucion
de los N cuerpos seran combinaciones de estas 3N fun-
damentales.
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