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Abstract

Utilizando un buen integrador numérico podemos explorar la dinámica de cualquier sistema
planetario, la cuestión es entender los resultados obtenidos. El objetivo de estas notas es
proveer al lector de un mı́nimo arsenal teórico y practico para entender la evolución orbital
de planetas, satélites y cuerpos menores. Están pensadas para estudiantes a quienes los libros
existentes probablemente les resultarán abrumadores. Los métodos anaĺıticos nos permiten
entender cualitativamente la dinámica pero en general involucran complejas manipulaciones
algebraicas y tienen limitaciones en su aplicación pues existen limites a las excentricidades,
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inclinaciones o semiejes orbitales involucrados. Por este motivo prestaremos atención también
a desarrollar métodos semianaliticos que utilizan la misma base teórica pero las perturbaciones
son calculadas numéricamente, sin limitaciones en su validez. Son notas que acompañan el
curso de Mecánica Celeste, no hay aqúı mucho esmero en las demostraciones y debe haber
varios errores pero luego de leerlas entenderemos las principales ideas como para luego pasar
a libros mas formales como Morbidelli (2002a), que junto a Murray and Dermott (1999) y
Tremaine (2023) pueden ser los libros de cabecera para esta temática. No son exhaustivas, hay
varios temas ausentes por ahora.
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Figure 1: Mapa dinámico mostrando cambios orbitales en part́ıculas integradas todas con e = 0.1 en una grilla
(a, i) durante 100 revoluciones orbitales en el Sistema Solar.

1 Ecuaciones planetarias

1.1 Evolución orbital
La figura 1 muestra las variaciones orbitales experimentadas por part́ıculas (sin masa, es

decir no perturban a los demás cuerpos) de prueba evolucionando en el sistema solar. Todas
fueron tomadas con valor inicial e = 0.1 y sobre una grilla variando 10 < a < 60 ua y
0 < i < 180. Grandes variaciones orbitales en amarillo y bajas en negro. ¿Por qué en algunas
regiones se ven grandes variaciones y en otras no? La idea de estas notas es entender esto y
encontrar la lógica a los cambios orbitales.

Podemos distinguir al menos 4 diferentes evoluciones orbitales:

1. secular, es la que por ejemplo muestra el sistema planetario en escalas de algunos millones
de años. Los a se mantienen constantes y (e, i) presentan oscilaciones con frecuencias bien
definidas.

2. caótica, es la que muestra el mismo sistema pero en escalas de miles de millones de años.
Los elementos (a, e, i) presentan evoluciones muy lentas irregulares, fenómeno conocido
como difusión caótica.

3. aleatoria o altamente caótica, es la evolución t́ıpica de un cometa que se encuentra
con Júpiter, luego de unas pocas revoluciones ya es imposible predecir su futuro. Los
elementos orbitales muestran saltos abruptos generados en cada encuentro.

4. resonante, como la de algunos asteroides. Existe una conmensurabilidad entre alguna
frecuencia propia del movimiento del asteroide y alguna frecuencia fundamental del sis-
tema planetario que genera un modo forzado que hace oscilar (a, e, i) con una frecuencia
y amplitud definidas por la fuerza de la resonancia.

Todos los sistemas planetarios son caóticos por la simple razón de que todos los sistemas
gravitacionales con mas de 2 cuerpos son caóticos, no existe una solución anaĺıtica para el caso
general. Algunos sistemas pueden mostrarse regulares (lo contrario de caóticos) en escalas
cortas de tiempo (cortas puede significar millones de años) pero en escalas suficientemente
grandes mostrarse caóticos. El caos a veces no se manifiesta en grandes cambios orbitales
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(caos estable). El Sistema Solar es un ejemplo t́ıpico, en escalas de tiempo de cientos de
millones de años su comportamiento es secular, predecible, y en escala de miles de millones
comienza a ser impredecible. Nos vamos a ocupar especialmente de las evoluciones seculares y
resonantes pues son aquellas que podemos predecir. Las caóticas no son predecibles excepto en
términos estad́ısticos por lo que es necesario recurrir a simulaciones. Para entender estos temas
partiendo de la ignorancia un posible camino seria

1. consultar el resumen del curso de Dinámica Orbital Gallardo (2020a)
2. entender como se estudia en forma puramente numérica un sistema planetario en Gallardo

(2017)
3. leer estas notas junto a Murray and Dermott (1999) y Tremaine (2023)
4. ver enriquecedoras discusiones en Moulton (1914); Brown and Shook (1933); Brouwer and

Clemence (1961); Hagihara (1972)
5. leer Morbidelli (2002a)

Prácticamente no existe material en español por lo que los libros de Portilla (2001); Gonzalez
Martinez-Pais (2003); Lopez Garcia (2018) y el curso de Gil-Hutton (2020) son de gran utilidad.

1.2 Formulación de Gauss
Si consideramos que un cuerpo en una órbita Kepleriana es perturbado por una aceleración

de componentes (R, T,N) es posible obtener las expresiones para las tasas de las variaciones
de los elementos orbitales. Teniendo presente los errores tipográficos ver Murray and Dermott
(1999, cap. 2) o también Burns (1976). Por ejemplo, la variación da/dt esta dada por

da/dt = 2a3/2√
µ(1 − e2)

[
eR sin f + T (1 + e cos f)

]
(1)

donde µ = k2M⊙. Tener en cuenta que en las deducciones cuando aparecen ṙ o ḟ se refieren
a las variaciones debido al movimiento Kepleriano exclusivamente, no debido a las variaciones
(perturbaciones) en los elementos orbitales. Si la perturbación es generada por un planeta
podemos calcular (R, T,N) a partir de la ecuación (6) y proyectándola en las direcciones r̂, ĥ, t̂ =
ĥ∧r̂ y podemos evaluar su efecto en la evolución del semieje. Tenemos un código en fortran (qué?
algún problema?) que calcula esto (RTN.f) y en la figura 2 graficamos la máxima variación
relativa |da/dt|/a calculada con ec. (1) para una part́ıcula test perturbada por Júpiter. La
curva es bien interesante con un gran pico en las proximidades de Júpiter y un quiebre curioso
en a ∼ 8.0 ua que probablemente sea debido al momento en que las perturbaciones indirectas
comienzan a predominar sobre las directas. Estas variaciones son de periodo muy corto (∼
periodo orbital de Júpiter) y como veremos no generan variaciones en el semieje a largo plazo
(aunque si en mediano plazo en caso de resonancias de movimientos medios) pero si son muy
grandes, aun siendo de corto periodo, pueden perturbar drásticamente los elementos orbitales
y destruir la evolución secular.

Esas ecuaciones muestran que esas tasas pueden variar bastante dependiendo de la posición
orbital del objeto (dada por f) por lo cual suelen ser promediadas en un periodo orbital para
considerar el efecto neto, secular, de largo plazo. Se integra en el tiempo por un periodo
orbital y se divide por el periodo orbital, o lo que es lo mismo se integra en anomaĺıa media
entre (0, 2π) y se divide entre 2π. La integral en el tiempo se puede transformar a integral en
anomaĺıa verdadera f haciendo un cambio de variable dt = r2

h
df , y esto lo hacemos pues en las

ecuaciones de Gauss aparece la f en forma explicita y no el tiempo:

6



T. Gallardo Dinámica Secular y Resonante

Figure 2: Máximo valor de |da/dt|/a en unidades de 1/dia en función de semieje a debido a las perturbaciones
de corto periodo de Júpiter sobre una part́ıcula calculado con la ecuación 1. Ambos en órbitas circulares y
coplanares.

< ȧ > = 1
√
µa(1 − e2)π

∫ 2π

0

[
eR sin f + T (1 + e cos f)

]
r2df

< ė > = 1
2π

√
µa3

∫ 2π

0

[
R sin f + T

(
cos f + 1

e

(
1 − r

a

))]
r2df

< i̇ > = 1
2π(1 − e2)

√
µa5

∫ 2π

0
N cos(f + ω)r3df

< Ω̇ > = 1
2π(1 − e2)

√
µa5 sin i

∫ 2π

0
N sin(f + ω)r3df

< ω̇ > = 1
2πe

√
µa3

∫ 2π

0

[
−R cos f + T sin f

(
2 + e cos f
1 + e cos f

)]
r2df − cos i < Ω̇ >

< Ṁr > = −1
π
√
µa5(1 − e2)

∫ 2π

0
Rr3df −

√
1 − e2(< ω̇ > + < Ω̇ > cos i) (2)

donde r = a(1−e2)
1+e cos f

. En la ultima ecuación la variación en la anomaĺıa media es debida a la
perturbación, no al movimiento Kepleriano, es decir es la variación de M en cierta época de ref-
erencia (Mr). Todo se puede poner en función de f y conociendo las expresiones para (R, T,N)
es posible calcular las integrales anaĺıtica o numéricamente. Estas ecuaciones son conocidas
como ecuaciones de Gauss promediadas (time averaged Gauss planetary equations). Y
véase que en las ecuaciones medias ya no hay variables de evolución rápida dependiendo del
tiempo o de f . Estas ecuaciones nos muestran como evolucionan no los elementos osculadores
sino los elementos medios. Los osculantes (instantáneos) presentaran pequeñas oscilaciones
en torno a los medios, y son estos últimos los que importan en grandes escalas de tiempo.
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Un resultado muy conocido que se deduce de esta formulación es que si no hay componente
normal al plano, N = 0, la inclinación y el nodo permanecen constantes, o sea el plano orbital
queda fijo. Las perturbaciones que solo actúan en la dirección del plano no pueden cambiarlo.
Otro resultado importante tiene que ver con el efecto de T en el semieje: mientras la componente
R esta factorizada por sin(f) que cambia de signo, la componente T tiene un factor 1 lo cual
puede generar efectos sistemáticos en el semieje, de ah́ı que la componente transversa sea crucial
para la evolución del semieje. Hay unas cuantas aplicaciones de este método para obtener la
evolución secular de un cuerpo. Existe una forma alternativa considerando las componentes
(V, S,N) según la dirección de la velocidad, perpendicular a la velocidad (no radial) y normal
que se encuentra en Danby (1992, cap. 11.7).

1.2.1 Aplicación: efectos relativistas
Una aplicación de las ecuaciones de Gauss es el calculo de los efectos relativistas del Sol

o cuerpo central. El desarrollo de encuentra resumido por ejemplo en Gallardo and Venturini
(2010). La perturbación relativista simplificada del Sol en forma vectorial ∆r̈ es

∆r̈ = µ

r3c2

[(4µ
r

− v2
)

r + 4(v.r)v
]

(3)

donde µ = k2M⊙. Operando se puede ver que esa expresion puede descomponerse en una
componente radial y una transversa:

R = µ2

r3c2

[
2 + r

a

(
1 + 4e2

1 − e2 sin2 f

)]

T = 4µ2e

c2
sin f
r3 (4)

que al ser introducidas en las ecuaciones de Gauss y promediando en el tiempo se obtiene

< ȧ >=< ė >=< i̇ >=< Ω̇ >= 0

< ω̇ >= 3
c2(1 − e2)

√
µ3

a5 (5)

que es justamente el efecto relativista en los perihelios de los planetas. Se han propuesto
diversos modelos que generan el mismo efecto medio y que no dependen de operar con vectores
como en la formula 3.

Ejercicio. Los efectos relativistas del Sol en primera aproximación se pueden reproducir
asumiendo una aceleración dada por (Gallardo and Venturini, 2010):

¨⃗r = −GM⊙

r2 (1 + 6GM⊙

c2r
)r̂

Usando las ecuaciones de Gauss calcular las variaciones medias de los elementos orbitales
generados por este modelo de perturbación relativista.
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Ejercicio. Una part́ıcula en órbita de excentricidad e ∼ 0 sufre una perturbación radial
R constante. Probar que todos los efectos medios en los elementos orbitales son nulos
excepto en < Ṁr >. Probar que la velocidad angular observada sera n′ = n − 2R

√
a/µ.

Notar que si R es hacia el centro el movimiento es mas rápido y si es hacia afuera el
movimiento es mas lento que el Kepleriano.

Ejercicio. Las fuerzas de rozamiento por lo general son perturbaciones del tipo bV̂
siendo b una expresión que suele ser función de la velocidad, es decir que actúan en la
dirección del versor velocidad. Probar que una perturbación de este tipo puede escribirse
como la suma de una radial R = bṙ/V y una transversa T = brḟ/V .

1.3 Ecuaciones planetarias de Lagrange
El movimiento de un cuerpo de masa m en torno de una estrella central de masa M⋆ pertur-

bado en coordenadas rectangulares astrocéntricas suele escribirse como una parte Kepleriana
con solución anaĺıtica mas una suma de aceleraciones perturbadoras:

r̈ + k2(M⋆ +m) r
r3 =

∑
j

∇Rj (6)

donde las Rj son las funciones perturbadoras debidas a diferentes causas y son funciones
fuerza, o sea que su gradiente da la aceleración perturbadora. Los potenciales, V , tienen signo
contrario pues la aceleración es menos gradiente del potencial (−∇V ). En el caso de que los
perturbadores sean otros planetas entonces tenemos

∇Rj = k2mj

( rj − r
| rj − r |3

− rj

r3
j

)
(7)

pero las Rj pueden tener también otros oŕıgenes.
Cada coordenada puede escribirse en función del tiempo y de los elementos orbitales y el

∇Rj se puede escribir en función de las derivadas parciales respecto a los elementos orbitales.
Luego de unas cuantas operaciones la ecuación (6) puede escribirse enteramente en función de
los elementos orbitales constituyendo el sistema de ecuaciones planetarias de Lagrange, que
depende del juego de elementos orbitales utilizado. Si tomamos el set (a, e, i,Ω, ϖ, λ) tenemos

da

dt
= 2

na

∂R

∂λ
(8)

de

dt
= −

√
1 − e2

na2e

(
1 −

√
1 − e2

)
∂R

∂λ
−

√
1 − e2

na2e

∂R

∂ϖ
(9)

dΩ
dt

= 1
na2

√
1 − e2 sin i

∂R

∂i
(10)

dϖ

dt
=

√
1 − e2

na2e

∂R

∂e
+

tan i
2

na2
√

1 − e2

∂R

∂i
(11)

di

dt
= −

tan i
2

na2
√

1 − e2

(
∂R

∂λ
+ ∂R

∂ϖ

)
− 1
na2

√
1 − e2 sin i

∂R

∂Ω (12)

La deducción detallada de estas ecuaciones puede verse por ejemplo en Brouwer and Clemence
(1961, cap XI) o Roy (2005, cap 7.7) o Portilla (2001, cap 14.5) o Mikkola (2020, cap. 4), etc.
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La ecuación para dλ/dt merece un tratamiento especial pues esa variable (λ = ϖ+M) ya tiene
una variación lineal con el tiempo (M = Mr + nt) a lo que se agrega su variación mucho mas
pequeña debido a la perturbación que en consecuencia queda perdida frente a la otra. Esto
genera que la ecuación dλ/dt tenga t explicito y por lo tanto al integrar habrá un factor t2
generando grandes cambios en λ al crecer el tiempo lo cual complica para obtener la solución
en forma precisa. Ver detalles en Murray and Dermott (1999). Usando el set (a, e, i,Ω, ω, λ) el
sistema de ecuaciones queda algo diferente.

La expresión para la perturbación en anomaĺıa media esta dada como la variación de su
valor en cierta época de referencia Mr y su expresión es

dMr

dt
= −1 − e2

na2e

∂R

∂e
− 2
na

∂R

∂a
(13)

El significado de esta ultima ecuación es que el movimiento medio efectivo de la part́ıcula no
sera igual al osculante (que siempre esta dado por la definición n =

√
µ/a3) sino que como

M = Mr + nt tenemos que la variación de la anomaĺıa media resulta dM/dt = n + dMr/dt,
o sea que hay una corrección. Si nos interesa el tiempo que le lleva completar una revolución
respecto a un referencial fijo (periodo observado) entonces eso está definido por la evolución
de λ = M + ϖ y por lo tanto también entra en juego la evolución de ϖ. Mas adelante en la
sección 5 mostraremos el comportamiento de estas variaciones en los elementos orbitales de una
part́ıcula perturbada por Júpiter en función de a.

Entonces, en vez de preocuparnos por la evolución de las coordenadas rectangulares que
son de variación muy rápida, las ecuaciones planetarias de Gauss o Lagrange nos brindan la
evolución de los elementos orbitales directamente. En el siguiente capitulo pasaremos a obtener
expresiones para R en función de los elementos orbitales de forma de poder calcular las derivadas
parciales.

Clases en video:

• Clase 01: https://youtu.be/dezxaCAvMxY

• Clase 02: https://youtu.be/k2yRu3j8K98

• Clase 03: https://youtu.be/urj7FMzv3Uw
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2 Función perturbadora

2.1 Desarrollo anaĺıtico
¿Cómo es la forma anaĺıtica de las funciones perturbadoras R? De un libro básico de

mecánica celeste como Roy (2005) la expresión en coordenadas rectangulares para la R generada
por un planeta de masa mp orbitando al Sol sobre un punto dado por el vector r es:

R = k2mp

( 1
| rp − r |

− r · rp

r3
p

)
(14)

donde el primer termino es el directo y el otro el indirecto. Esta es la expresión utilizada para
las perturbaciones entre órbitas heliocéntricas. Si se trata de un satélite en torno a un planeta
la función perturbadora del Sol sobre el satélite esta dada por

R = k2M⊙

( 1
| r⊙ − r |

− r · r⊙

r3
⊙

)
(15)

donde los r refieren a las posiciones planetocentricas. Esta perturbación esta generada por la
diferencia de aceleración Solar sobre el planeta y sobre el satélite (marea). Como se puede ver la
función perturbadora es análoga simplemente cambiamos el origen que ahora es planetocentrico.

Si nos interesa resolver anaĺıticamente las ecuaciones planetarias tenemos que expresar R en
función explicita de los elementos orbitales y esto se logra sustituyendo las coordenadas rectan-
gulares por desarrollos en serie de (a, e, i) y de los ángulos involucrados lo cual transforma R en
una expresión muy complicada dif́ıcil de manejar si no es mediante manipuladores algebraicos,
o truncandola en unos pocos términos. En Murray and Dermott (1999, cap 6) se muestra una
forma clásica de obtener R anaĺıticamente como desarrollos en series. Ver también el desarrollo
del tema en Tremaine (2023, cap 4). Existen varias formas de hacer los desarrollos, algunos son
hechos en a/ap o ap/a pequeños es decir para órbitas bien separadas pero permiten estudiar
altas (e, i). Otros son desarrollos en (e, i) por lo que son validos para pequeñas (e, i). Los
términos que contienen ángulos suelen desarrollarse en series de Fourier. En el libro de Brown
and Shook (1933) se discute en profundidad los tipos de desarrollos y en Beaugé (1996) se hace
una śıntesis de varios métodos. Todo comienza por procurar por ejemplo un desarrollo del tipo

1
| rp − r |

= 1
rp

∞∑
l=0

(
r

rp

)l

Pl(cosψ) (16)

donde rp > r para el caso perturbador externo, los Pl son los polinomios de Legendre y ψ es el
angulo entre los vectores rp y r.

Hasta los años 60 del siglo XX la manipulación de los desarrollos de R era básicamente
a mano y a partir de entonces comienzan a surgir algunos manipuladores algebraicos para
Mecánica Celeste. Murray and Dermott (1999) explica en detalle el desarrollo de Ellis and
Murray (2000) y ofrece la fabulosa rutina DisturbingFunction.nb que permite manipula-
ciones con Mathematica. Mas recientemente Hadden and Tamayo (2022) ofrecen el paquete
celmech que permite manipular algebraicamente la misma R pero en ambiente Python. TRIP
(Gastineau and Laskar, 2011) es un manipulador algebraico que incluye desarrollos de la función
perturbadora realizado en forma independiente desde el IMCCE.
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2.2 R por no esfericidad del cuerpo central
Los principales términos de la función perturbadora generada por el achatamiento de un

planeta con simetŕıa de revolución y simetŕıa norte - sur son

R = −k2mp

r

(
J2(

Rp

r
)2P2(sinϕ) + J4(

Rp

r
)4P4(sinϕ)

)
(17)

donde Rp es el radio del planeta, los Ji son los momentos gravitacionales (que dependen del
valor adoptado para Rp), los Pi son los polinomios de Legendre donde P2(x) = (1/2)(3x2 − 1)
y ϕ es la latitud planetocentrica del punto del espacio en que evalúo la función perturbadora
y r la distancia planetocentrica (Murray and Dermott, 1999, pag 269). Esta R y la ec. (15)
se utilizan para el movimiento de un satélite en torno a un planeta. Si el satélite esta muy
próximo a la superficie planetaria habrá que usar un desarrollo de alto orden para el potencial
del planeta.

El problema de planeta y satélite no esféricos interactuando puede verse en Scheeres (2002).

2.3 R para estrella + 2 planetas
La obtención del desarrollo de R como series en función de los elementos orbitales esta en

el capitulo 6 de Murray and Dermott (1999). Existe una versión condensada en español en el
curso de Gil-Hutton (2020). A cada planeta le corresponde una R diferente pues uno es interior
y el otro exterior pero la forma general es similar. De acuerdo al desarrollo anaĺıtico R tiene la
forma:

R(a1, a2, e1, e2, i1, i2, λ1, λ2, ϖ1, ϖ2,Ω1,Ω2) =
∑

i

Ci cos(φi) (18)

φi = j1λ1 + j2λ2 + j3ϖ1 + j4ϖ2 + j5Ω1 + j6Ω2 (19)
y se cumple ∑

ji = 0 (20)
|j5 + j6| es par (21)

Ci = f(a1, a2)e|j3|
1 e

|j4|
2 s

|j5|
1 s

|j6|
2 + términos de orden superior (22)

donde s = sin(i/2). Las funciones f(a1, a2) son bastante complicadas, dependen de los coefi-
cientes de Laplace b(j)

s y sus derivadas y podemos obtenerlas con manipuladores algebraicos
junto con las expresiones Ci. Pero los coeficientes de Laplace y sus derivadas se pueden expresar
como series en α = a1/a2 y para α << 1 resultan bastante sencillas (ver sección 4.6). A la
sumatoria |j3| + |j4| + |j5| + |j6| se le llama orden y define el menor orden de los Ci por lo que
interesa conservar los términos de menor orden. Este es un desarrollo en torno de i = 0, e = 0,
quiere decir que funciona muy bien en bajas (e, i) y si tenemos que estudiar casos de mod-
eradas (e, i) necesitaremos muchos términos en el desarrollo. Para altas (e, i) estas series no
convergen (siempre debe verificarse e < 0.66... y a veces mucho menos que eso) por lo cual no
es posible utilizarlo. Para resolver el problema es necesario plantear la R para cada planeta,
las ecuaciones planetarias de Lagrange para cada planeta y resolverlas simultáneamente. O sea
que hay 2 juegos de ecuaciones pues los planetas se perturban mutuamente. Las combinaciones
de los φi definen los términos

1. seculares, no dependen de las λi, que son de variación rápida
2. resonantes, combinaciones de los λi que generan ángulos de variación lenta

12
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3. de corto periodo, todos los demás términos que contienen las λi

Los términos seculares son los mas simples y los que definen la evolución del sistema en el
largo plazo. Como veremos, para obtenerlos en forma aproximada basta ignorar todos los que
dependan de las λi, o también promediando R en las λi obteniendo la Rsec. La relación (20) es la
propiedad de D’Alembert que se origina en la necesaria invariancia de los φi ante un cambio
de origen para los ángulos: si el punto aries se desplaza los φi no pueden cambiar pues la f́ısica
es la misma. La condición (21) no es tan obvia y viene de considerar invariancias ante cambio de
definición de nodo de referencia (ascendente o descendente), definición de periastro o apoastro
para medir la orientación del eje de la cónica e invariancia por la definición de la dirección
del eje z, todo lo cual esta explicado en Hamilton (1994). Esta propiedad es muy importante
pues nos dice que los términos de menor orden en inclinación son de orden 2 mientras que en
excentricidad son de orden 1 y esto implica que en régimen de órbitas de baja (e, i) la dinámica
es mas afectada por las excentricidades que por las inclinaciones. Para altas (e, i) los desarrollos
cada vez representan menos fielmente la función perturbadora por lo cual estas conclusiones no
se pueden extender a todos los reǵımenes.

Usando las reglas de la función perturbadora es muy fácil saber cuales son los principales
argumentos φi de R en un problema, lo complicado es definir las funciones f . Por ejemplo, en
el caso de dos planetas coplanares el principal termino secular involucra a φ = ϖ1 − ϖ2, pero
¿por qué no es importante φ = 2ϖ1 − 2ϖ2? ¿por qué no hay un término sólo con ϖ1 o ϖ2?

2.4 R para asteroide perturbado por un planeta
Desarrollo anaĺıtico de R es como en el caso anterior:

R(a, e, i, λ, λp, ϖ,Ω) =
∑

Ci cos(φi) (23)

φi = j1λ+ j2λp + j3ϖ + j4ϖp + j5Ω + j6Ωp (24)
Ci = f(a, ap)e|j3|e|j4|

p s|j5|s|j6|
p + términos de orden superior (25)

todo análogo al caso anterior pero ahora la órbita del planeta es fija pues no es perturbado
y solo hay un juego de ecuaciones para el asteroide. Como veremos en la sección 4.6 la R es
diferente si se trata de un planeta exterior o interior a la órbita del asteroide. Los elementos
orbitales del planeta son constantes, lo único que varia con el tiempo es λp. Si el planeta tiene
ep = sp = 0 entonces j4 = j6 = 0 y j5 es par.

Antes de pasar a resolver las ecuaciones planetarias, en el siguiente capitulo veremos algunos
fundamentos teóricos.

Clases en video:

• Clase 04: https://youtu.be/iD_6JqubmUc

• Clase 05: https://youtu.be/zMl0H7VJmjc

• Clase 06: https://youtu.be/GMo0iL7GMpI
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3 Formulación Hamiltoniana

A diferencia de la formulación Newtoniana de la mecánica, la Hamiltoniana no utiliza vec-
tores ni derivadas segundas y utiliza un set de variables canónicas (siguen un canon) que
reducen las ecuaciones a una forma compacta (canónica). Las ecuaciones planetarias de La-
grange no incluyen derivadas segundas pero no es Hamiltoniana pues la forma no es compacta.
Un libro muy ameno que compara las formulaciones Newtoniana, Lagrangiana y Hamiltoniana
es Schwichtenberg (2019). Como se comenta en Ferraz-Mello (2007) o en Gutzwiller (1998), los
astrónomos del siglo XIX notaron que dada una cierta R las ecuaciones planetarias de Lagrange
quedan en un formato muy simple cuando se expresan en función de la variables de Delaunay
(L,G,H, l = M, g = ω, h = Ω). Por ejemplo, la ecuación que describe la evolución de G es:

dG

dt
= ∂R

∂ω
(26)

y las demás son análogas. Si bien la formulación Hamiltoniana ya se hab́ıa propuesto, Delaunay
obtuvo las ecuaciones planetarias en esta nueva forma de modo totalmente independiente. En,
por ejemplo, Valtonen and Karttunen (2006, cap. 4) o en Mikkola (2020, cap. 3) se explica
cómo se llega a la formulación Hamitoniana. Primero se definen las coordenadas generalizadas,
qi, se introduce el Lagrangeano como la diferencia entre enerǵıa cinética y potencial (L = T−V )
y se introduce el principio de Hamilton que dice que la naturaleza evoluciona de forma que la
integral del Lagrangeano es un extremo. Asi se obtienen las ecuaciones de Lagrange que son
ecuaciones diferenciales de segundo orden y equivalentes a las de Newton. Si bien en f́ısica la
formulación Lagrangiana es muy útil al considerar cuerpos en contacto, en mecánica celeste
es bastante inútil pues no hay nada apoyado, no hay v́ınculos. Sin embargo la formulación
Lagrangeana nos permite llegar a la Hamiltoniana. Se introduce el concepto de coordenada
y momento generalizado como una variable independiente de las coordenadas. Se duplica
entonces el numero de incógnitas. Se sustituye el Lagrangeano por una entidad que contenga
las coordenadas y momentos (qi, pi) mediante la transformación de Legendre y se obtiene la
expresión formal para el Hamiltoniano:

H =
N∑

i=1
q̇ipi − L (27)

y a partir de aqúı se obtienen las ecuaciones canónicas que son el doble de las que teńıamos
inicialmente pero son de primer orden. El espacio de configuración N-dimensional es el
definido por las coordenadas qi y el espacio de fase es el definido por las 2N variables (qi, pi).
Eso fue un curso de mecánica anaĺıtica en un párrafo... También se prueba que en un sistema
donde las fuerzas derivan de un potencial el Hamiltoniano es la enerǵıa total del sistema (H =
T + V ). N es el numero de grados de libertad del sistema, ejemplo si son 4 cuerpos en el
espacio tenemos N = 4 × 3.
3.1 Hamiltoniano de dos cuerpos

La forma infalible de obtener un Hamiltoniano y las ecuaciones canónicas es escribir la
enerǵıa total en un sistema baricentrico y con las coordenadas baricentricas r⃗ y sus momentos
conjugados p⃗ = mv⃗. En el problema de dos cuerpos esto seria:

H = 1
2m1

p2
1 + 1

2m2
p2

2 − k2 m1m2

|r⃗1 − r⃗2|
(28)
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donde los primeros términos corresponden a las enerǵıas cinéticas y el ultimo a la potencial
mutua. Las ecuaciones canónicas para cada cuerpo quedan

˙⃗
ip = −(∂H/∂x, ∂H/∂y, ∂H/∂z) (29)

˙⃗
ir = (∂H/∂px, ∂H/∂py, ∂H/∂pz) = (vx, vy, vz) = v⃗i (30)

con i = 1, 2. La ultima es trivial y las ecs. (29) son las ecuaciones de Newton para cada masa
que describe su movimiento en torno al baricentro. O sea que el conjunto (r⃗, p⃗) es canónico sin
embargo no son variables convenientes para estudiar la evolución de un sistema en el largo plazo
pues vaŕıan muy rápidamente. Es mas conveniente pasar a variables canónicas mas parecidas
a elementos orbitales.

3.2 Hamiltoniano y variables canónicas
En ausencia de fenómenos disipativos el Hamiltoniano es la enerǵıa cinética mas la potencial

del objeto para el cual se buscan las ecuaciones. El Hamiltoniano (enerǵıa total) de una part́ıcula
sin masa en el campo generado por la masa M0 en variables no canónicas es simplemente

H = 1
2v

2 − µ

r
= − µ

2a (31)

con µ = k2M0 y en canónicas de Delaunay es

H = − µ2

2L2 (32)

Las variables canónicas de Delaunay son

L = √
µa, M

G =
√
µa(1 − e2), ω

H =
√
µa(1 − e2) cos i, Ω

(33)

y las ecuaciones canónicas son
dL

dt
= − ∂H

∂M
,

dM

dt
= ∂H
∂L

(34)

dG

dt
= −∂H

∂ω
,

dω

dt
= ∂H
∂G

(35)

dH

dt
= −∂H

∂Ω ,
dΩ
dt

= ∂H
∂H

(36)

Es fácil probar que a partir de las ecuaciones canónicas podemos llegar a las de Lagrange,
siguiendo por ejemplo Valtonen and Karttunen (2006, cap 9). Claramente las canónicas por
ser mas simples son mas fáciles de manipular y con ellas es mas fácil encontrar las constantes
de movimiento pues si una variable esta ausente en el Hamiltoniano entonces su conjugada es
constante. Como en el problema de una part́ıcula en órbita heliocéntrica H solo depende de la
variable L y no hay función perturbadora R de las ecuaciones canónicas se deduce que todas
las variables son constantes excepto

dM

dt
= ∂H
∂L

= µ2

L3 =
√
µ/a3 = n (37)

bastante obvio.
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3.3 Movimiento relativo de dos cuerpos
En el caso general del problema de 2 cuerpos en donde los 2 tienen masa, para no tener

que resolver el movimiento por separado es conveniente estudiar el movimiento relativo. Para
poder reproducir las ecuaciones del movimiento relativo de 2 cuerpos (es decir en un sistema
no inercial) es necesario definir el Hamiltoniano con un factor extra µ∗:

H = − µ2

2L2µ
∗3 (38)

siendo µ = k2(m1 +m2) y
µ∗ = m1m2

(m1 +m2)
(39)

y a su vez las variables de Delaunay (L,G,H) también están todas factorizadas por µ∗, de lo
contrario no se obtiene exactamente la ecuación (37), ver Murray and Dermott (1999, 2.10).
Para problemas cada vez mas complejos es necesario escribir el Hamiltoniano como suma de las
enerǵıas cinéticas y potenciales, separar lo que puede considerarse como movimiento Kepleriano
de 2 cuerpos y por otro lado lo que seria la perturbación.

Como ya dijimos, las coordenadas baricentricas (x, y, z, px, py, pz) son también canónicas
pero no son útiles para las teoŕıas pues son de variación muy rápida. Suelen usarse en los
llamados integradores simpleticos, integradores numéricos que utilizan las propiedades de los
sistemas Hamiltonianos para mantener su exactitud (el algoritmo de integración es una trans-
formación canónica).

Ejercicio. Probar que con el Hamiltoniano (38) y usando como variable canónica L =
µ∗√µa se obtiene dM/dt = n.

3.4 Espacio de fase extendido
Si consideramos un asteroide perturbado por un planeta de órbita definida (fija) tenemos

que el Hamiltoniano que describe el movimiento del asteroide es

H = − µ2

2L2 −R(L,G,H,M, ω,Ω, λp(t)) (40)

donde R es la función perturbadora expresada en variables canónicas y de λp(t) que define
la posición espacial del planeta perturbador. Ver que H es igual al termino Kepleriano (no
perturbado) del asteroide mas la interacción gravitacional con el planeta. Sigue siendo igual
a la enerǵıa total del asteroide (cuya enerǵıa potencial debido a la perturbación del planeta
se incremento en la cantidad −R, recordar que potencial y R tienen signo contrario) pero ya
no es constante, es la enerǵıa heliocéntrica del problema de 2 cuerpos mas la enerǵıa potencial
aportada por el perturbador que depende del tiempo según las posiciones del asteroide y per-
turbador. Depende de los elementos del planeta que son fijos con excepción de su longitud o
anomaĺıa media que depende linealmente con el tiempo. O sea que H depende expĺıcitamente
del tiempo pues λp depende linealmente del tiempo. Entonces el Hamiltoniano no es una
constante.

Como H no es constante definimos un nuevo Hamiltoniano que sera constante y que sin
embargo me permite estudiar el mismo problema original. Lo que hacemos es definir λp como
una nueva variable coordenada y también su momento conjugado (que es una nueva variable
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independiente, artificial, que no sabemos qué es) Λp. El nuevo Hamiltoniano se define siguiendo
la regla (27) al introducir un nuevo juego de coordenada y momento

H′ = H + dλp

dt
Λp (41)

Véase que las nuevas ecuaciones canónicas quedan igual a las de antes y se agregan 2 ecuaciones
mas

dΛp

dt
= −∂H′

∂λp

= ∂R

∂λp

(42)

dλp

dt
= ∂H′

∂Λp

= dλp

dt
= np (43)

La ultima no aporta nada nuevo y la primera no necesito resolverla para hallar la evolución del
asteroide pues no aparece en las derivadas parciales de H′ que definen las ecuaciones para el
asteroide. El nuevo Hamiltoniano definido de esa manera se incrementa en un grado de libertad
mas pero se vuelve constante en el tiempo pues por definición no depende expĺıcitamente del
tiempo sino de una nueva variable. Si queremos hacer curvas de nivel de H′ = cte para ver
por donde puede evolucionar el sistema tendremos que resolver la ecuación para Λp(t), pero si
estamos interesados en conocer la evolución secular del asteroide podemos hacer un promedio
en λp de tal forma que esta variable desaparece en la función perturbadora media R y tendremos
que ∂R

∂λp
= 0, entonces Λp = cte por lo que el termino npΛp que agregamos al Hamiltoniano

podemos ignorarlo pues es una constante.
Ademas de las variables canónicas como las de Delaunay (L,G,H, l, g, h) donde (l, g, h) =

(M,ω,Ω), también podemos trabajar en variables no canónicas (a, e, i, λ, ω,Ω) por ejemplo y
usar las ecuaciones planetarias de Lagrange. O podemos pasar a otro conjunto de variables
canónicas, las de Poincare por ejemplo se obtienen por una transformación de contacto (es un
tipo de transformación canónica)

Λλ+ Γγ + Zz = Ll +Gg +Hh (44)

donde (λ, γ, z) = (λ,−ϖ,−Ω) y (Λ,Γ, Z) = (L,L−G,G−H). La función R hay que ponerla en
función de las variables canónicas que estemos usando. La ventaja de usar variables canónicas es
que la ecuaciones conservan la forma canónica. En los problemas planteados con la formulación
hamiltoniana lo que se busca es ir eliminando términos de R a través de transformaciones
canónicas. Delaunay hizo unas 460 a mano para estudiar el movimiento de la Luna y recién en
el siglo XX se encontraron errores en tres de ellas.

3.5 Asteroide perturbado por planeta
Supongamos que tenemos un planeta con elementos orbitales fijos, entonces como ya vimos

R va a depender expĺıcitamente del tiempo solo a través de la longitud media del planeta. La
λ del asteroide no esta en función del tiempo, es una variable a resolver. Para eliminar la
dependencia temporal del Hamiltoniano (a través de λp) se pasa al espacio de fase extendido
donde λp del planeta es una nueva variable y el nuevo Hamiltoniano es

H′ = − µ

2a + npΛp −R (45)

donde Λp es el ’momento conjugado’ de λp que si trabajamos con ecuaciones medias (eliminando
la dependencia con los ángulos de variación rápida) no complica para nada las ecuaciones
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que nos interesan para el asteroide, como ya vimos. Pero si la órbita del planeta cambia
continuamente su nodo y perihelio de forma conocida ϖp(t),Ωp(t) podemos definir un nuevo
Hamiltoniano en forma análoga a como hicimos antes

H′ = H + npΛp − ϖ̇pΓp − Ω̇pZp (46)

donde Γp, Zp son los ’momentos conjugados’ de −ϖp,−Ωp. Cuidado, no necesariamente Γp, Zp

tienen una forma análoga a los momentos del asteroide. Por ejemplo, ver que la ecuación

dΓp

dt
= − ∂H′

∂(−ϖp) = − ∂R

∂ϖp

̸= 0 (47)

por lo que Γp varia con el tiempo lo cual no tendria sentido si Γp fuera igual a Lp − Gp que
son fijos. En cambio ϖ̇p y Ω̇p son cantidades conocidas y constantes, y se pueden agregar otros
términos similares si se consideran varios planetas, ver Morbidelli (2002a, cap. 8). De esta
forma se obtiene el Hamiltoniano para un asteroide perturbado por un sistema de planetas
cuyo movimiento es conocido de antemano. No es el Hamiltoniano de N cuerpos sino el de una
part́ıcula sin masa perturbada por planetas que se mueven en elipses que vaŕıan sus nodos y
perihelios de forma conocida de antemano.

3.6 Asteroide perturbado por N planetas circulares y coplanares
El Hamiltoniano para el estudio de la evolución secular de un asteroide perturbado por N

planetas circulares y coplanares (que no se perturban entre śı) es una generalización de (45).
Basta agregar las Ri de cada planeta perturbador y pasar N veces al espacio de fase extendido:

H = − µ

2a +
N∑

i=1
niΛi −

N∑
i=1

Ri (48)

donde la sumatoria en Λi como ya dijimos es irrelevante si vamos estudiar el caso secular pro-
mediando en las longitudes pues resultan ser términos constantes que pueden ignorarse. Lo
importante es que en las Ri no están los términos que dependen de las longitudes medias pues
hicimos un promedio. Esos términos se eliminan por métodos anaĺıticos o numéricos como
explicaremos mas adelante. Las Ri solo dependen de los elementos orbitales del asteroide y
en el caso de planetas circulares y coplanares entre ellos (no necesariamente con el asteroide)
es del tipo R(a, e, i, ω), claro que expresada en variables canónicas. Si el planeta perturbador
tiene órbita eĺıptica también aparecerá el Ω del asteroide pues se pierde la simetŕıa acimutal del
sistema perturbador y hay una dirección privilegiada que es la dirección definida por el perihelio
del planeta. En el caso de planeta en órbita circular no hay una dirección y la perturbación
secular de los planetas es análoga a la de anillos circulares (Thomas and Morbidelli, 1996; Gal-
lardo et al., 2012). Si las Ri son expresiones anaĺıticas seguramente hay limitaciones de validez
como que el asteroide no se aproxime a los planetas. Pero si son calculadas numéricamente no
hay limitaciones, como se muestra en Thomas and Morbidelli (1996).

3.7 Hamiltoniano del problema de N cuerpos
Una part́ıcula sin masa tiene el juego de variables canónicas que vimos previamente pero si

consideramos N cuerpos perturbándose mutuamente las variables de Delaunay astrocentricas tal
como las vimos para cada cuerpo no son canónicas. Es necesario construir un juego canónico lo
cual se encuentra bien explicado en Morbidelli (2002a, cap 1) y en Tremaine (2023, cap 4). En un
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sistema inercial como el baricentrico las coordenadas rectangulares y los momentos conjugados
de todos los cuerpos (xi, pi = mẋi) constituyen un conjunto canónico con el Hamiltoniano igual
a la enerǵıa total del sistema. Podemos definir elementos orbitales y variables canónicas de
Delaunay en el sistema baricentrico pero la estrella central seria una incógnita mas. En el caso
de una estrella mas 2 planetas por ejemplo esto aumentaŕıa notoriamente la complejidad del
problema.

Uno puede verse tentado a pasar a un sistema heliocéntrico a efectos de eliminar las ecua-
ciones debidas a la estrella central, pero esa transformación de coordenadas no es canónica.
En cambio es canónica la transformación que lleva a posiciones heliocéntricas pero velocidades
baricentricas. Expresamos el Hamiltoniano en estas variables h́ıbridas y tenemos las ecuaciones
canónicas. A este sistema se le llama de Poincare o democrático heliocéntrico. Podemos
definir los elementos orbitales de las cónicas en forma análoga al sistema heliocéntrico aunque
aparecerán algunos factores extras. A partir de estos elementos orbitales podemos definir vari-
ables análogas a las de Delaunay o Poincare. Pero lo mas curioso de este sistema de Poincare
es que la función perturbadora depende también de las velocidades. El Hamiltoniano total
en estas coordenadas se puede escribir como suma de varios Hj

0(x, p) mas otras cosas, siendo
estos los Hamiltonianos de problema Kepleriano de cada planeta j. A estos Hj

0(x, p) se les
puede asociar elementos orbitales, pero serian un tanto especiales pues estaŕıan definidos por
x heliocéntricos y p baricentricos.

Otra alternativa es pasar al sistema de coordenadas de Jacobi que puede verse por ejem-
plo en Malhotra (2012) y en Tremaine (2023, cap 4). Es muy útil en sistemas jerárquicos,
es decir órbitas separadas, pero en otros casos como órbitas donde perihelios y afelios se entre-
cruzan es posible observar variaciones orbitales que no son muy representativas de las variaciones
reales.

3.7.1 Estrella mas dos planetas
Para el problema mas simple de estrella mas dos planetas de masas M0,m1,m2 es necesario

trabajar en un referencial canónico. En Gallardo, T. et al. (2021) se explican los dos mas
usados: Jacobi y Poincare. Según Lee and Peale (2003, sec. 3) el Hamiltoniano en coordenadas
de Jacobi se expresa:

H = −k4 M3
0m

3
1

2(M0 +m1)L2
1

− k4 (M0 +m1)3m3
2

2(M0 +m1 +m2)L2
2

−R (49)

donde la función perturbadora es

R = k2M0m2(
1

∆02
− 1
r2

) + k2m1m2(
1

∆12
− 1
r2

) (50)

siendo Li las variables de Delaunay L en el sistema Jacobi, ∆i2 son las distancias mutuas entre
m2 y mi y r2 es la distancia de m2 al baricentro de M0 y m1. Viendo ec. (49) podemos
notar que el primer termino es el Hamiltoniano de 2 cuerpos siendo uno M0 y el otro m1.
Y el segundo termino corresponde al de 2 cuerpos siendo uno (M0 + m1) y el otro m2. Los
movimientos medios correspondientes (no perturbados) son ni =

√
µi/a3

i con µ1 = k2(M0 +m1)
y µ2 = k2(M0 + m1 + m2) con los ai obtenidos con la ecuación de la enerǵıa (31) pero con
las (r, v) según el sistema de Jacobi. Los ni observados serán algo diferentes debido a las
perturbaciones como vimos en la ec. (13). De esta forma podemos definir elementos Keplerianos
para ambos planetas en el sistema de Jacobi. Quizás sean parecidos pero no son iguales a los
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elementos Keplerianos heliocéntricos que aprendimos en nuestra infancia. Si queremos resolver
anaĺıticamente el problema debemos encontrar un desarrollo anaĺıtico para R. Lee and Peale
(2003) utilizan el desarrollo truncado de octupolo que veremos en 4.8 que es solo válido para
sistemas jerárquicos, o sea cuando a1/a2 es pequeño.

3.7.2 Estrella y tres planetas
Supongamos que estamos trabajando en las coordenadas canónicas adecuadas, entonces el

Hamiltoniano del sistema seria

H = HK1 +HK2 +HK3 −R12 −R13 −R23 (51)
donde los HK serian las componentes Keplerianas para cada planeta y las R las interacciones
gravitacionales entre los planetas. Escribir las Rij en coordenadas rectangulares canónicas no es
complicado pero śı lo es pasarlas a coordenadas canónicas de Delaunay o Poincare por ejemplo.
Es aqúı donde aparecen los desarrollos en serie y en donde debemos escoger con que términos
nos quedamos. Si nos interesa la evolución a largo plazo del sistema, si los planetas 1 y 2 están
próximos a una resonancia entonces R12 debe incluir los términos resonantes y los seculares,
mientras para R13 y R23 solo serian relevantes los seculares.

3.8 Elementos astrocéntricos, baricentricos, Poincare, Jacobi...
Los elementos orbitales quedan definidos por el origen adoptado para posición y velocidad y

por la definición de µ. Si existe cierta libertad en la elección de esos elementos, cual es el sistema
mas conveniente? Tal vez sea mas conveniente aquel en donde aquellos objetos que siguen una
evolución secular presenten las mı́nimas variaciones en a. En las figuras 3 y 4 mostramos los
resultados de un experimento numérico en donde se integraron part́ıculas por 100 revoluciones
orbitales y se calculan las variaciones en el a osculante según diferentes sistemas. Algunas
variaciones son debido a perturbaciones reales pero otras son debidas a fluctuaciones en el
semieje por una mala elección del origen: en el sistema solar interior es mejor el heliocéntrico, en
el exterior es mejor el baricentrico y entre los gigantes los 2 son comparables pues las variaciones
en a son debidas a efectos dinámicos fuertes. En el sistema heliocéntrico la constante usada fue
µ = k2M⊙ y en el baricentrico fue µ = k2Mtot, o sea considerando que toda la masa del sistema
esta en el origen. Pero este no es un detalle menor, si en vez de la masa total solo incluimos en
µ la masa solar aparecen oscilaciones ficticias a lo largo de todo el espacio. Zanardi y de Eĺıa
(comunicación personal, 2016) notaron que en el problema de dos cuerpos estrella-planeta para
que los semiejes baricentricos verifiquen Ma∗ = map (que es la solución anaĺıtica) el factor a
utilizar para calcular el semieje baricentrico del planeta debe ser µ = k2M3/(M +m)2. No solo
eso sino que también encontraron que cualquier otro valor que se use para µ genera que la órbita
del planeta presente oscilaciones en el semieje y en otros elementos orbitales, lo cual es absurdo
pues es el problema de dos cuerpos y las órbitas son fijas. Roig (comunicación personal, 2020)
lo demuestra aśı: el H baricentrico es

H = 1
2Mv2 + 1

2mv
2
p − k2Mm

r
(52)

donde r es la distancia mutua. Ponemos v de la estrella en función de vp y r en función de rp

(distancia baricentrica del planeta) y tenemos

H =
[1
2v

2
p − k2 M3

(M +m)2
1
rp

]
m∗ (53)
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donde si ignoramos el factor constante m∗ = (M + m)m/M y comparando con ec. (31) se
puede ver que esta es la enerǵıa orbital de una part́ıcula que orbita a una masa M3/(M +m)2.
O sea, el movimiento baricentrico de m es equivalente al de una part́ıcula orbitando una masa
M3/(M +m)2.

Presumiblemente el sistema de Jacobi seria el mas apropiado en general, tal vez eso es lo
que sugiere la figura 5 en la cual vemos que las oscilaciones son mı́nimas en las regiones donde
no hay encuentros con los planetas. Pero la manera mas civilizada de definir el sistema seria
plantear el Hamiltoniano para la part́ıcula y definir la parte Kepleriana (como la ec. (53) a
partir de la cual se define el µ o masa central y de alĺı el semieje con la ecuación de la enerǵıa)
de forma que la perturbación sea mı́nima. En la figura 6 mostramos la evolución de Urano
en 3 sistemas, en el heliocéntrico hay notables variaciones debidas a los términos indirectos
de las perturbaciones planetarias. Si estamos estudiando la evolución de un objeto como un
cometa que evoluciona atravesando las órbitas de varios planetas aparecerán en sus elementos
variaciones que deberemos interpretar como efectos dinámicos y efectos debidos a la elección
del referencial, pero estos últimos son solo realmente importantes cuando consideramos cometas
débilmente ligados al Sol (cometas de la nube de Oort por ejemplo).

3.8.1 Elementos osculantes y medios
Tengamos en cuenta que las teoŕıas seculares y resonantes describen la evolución de los

elementos medios, es decir eliminando fluctuaciones de corto peŕıodo. Si queremos aplicar
alguna teoŕıa secular al Sistema Solar no podemos tomar los elementos osculantes en cierto
instante para introducirlos en el modelo teórico sino que debeŕıamos integrar numéricamente y
calcular los elementos promediados en cierto lapso; esos son los que entran en las teoŕıas. En
general los elementos en el sistema de Jacobi presentan menores variaciones de corto periodo
pero sus valores medios no tienen por qué coincidir con los medios astrocentricos por ejemplo.

3.9 Sistemas Hamiltonianos y Caos
3.9.1 Integrabilidad

Se entiende que los sistemas Hamiltonianos son sistemas que se describen con las ecuaciones
canónicas y son conservativos. Los sistemas que se pueden escribir como ecuaciones de Hamilton
poseen una serie de propiedades que se pueden ver por ejemplo en Hilborn (1994, cap 8) o en
Korsch et al. (2008, cap 2). En particular, un sistema Hamiltoniano de N grados de libertad que
es integrable, es decir que admite una solución anaĺıtica, debe ser posible expresarlo en función
de los N pares de variables canónicas angulo-acción (θi, Ii) donde el Hamiltoniano, H(Ii),
solo depende de las acciones Ii y por lo tanto de las ecuaciones canónicas se deduce que las
acciones son constantes y los ángulos θi vaŕıan linealmente con el tiempo siguiendo N frecuencias
νi constantes, que son las frecuencias fundamentales del sistema. Si logramos expresar
el Hamiltoniano en estas variables las ecuaciones resultan triviales por lo cual el problema
consiste no ya en resolver las ecuaciones sino en encontrar las transformaciones canónicas que
me llevan al sistema de variables angulo-acción. Existe una definición formal de las acciones,
que llamaremos Ji:

Ji =
∮
pidqi (54)

y si bien para calcularlas no es necesario conocer la dependencia temporal de (qi, pi), si es
necesario conocer la trayectoria en el espacio de fase.

Una manera de saber si un sistema es integrable o no es analizar el espectro de Fourier
de algunas de sus variables. Si aparecen unas pocas frecuencias bien definidas estas serán
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Figure 3: Mapa dinámico mostrando variaciones en semieje. Integramos part́ıculas test con i = 30, ω = 90
en una grilla de 0.3 < a < 140 ua y 0 < e < 0.5. Calculamos las máximas variaciones en a según sistema
heliocéntrico. Las variaciones de la región derecha no son representativas de cambios dinámicos.

Figure 4: Mapa dinámico mostrando variaciones en semieje. Integramos part́ıculas test con i = 30, ω = 90
en una grilla de 0.3 < a < 140 ua y 0 < e < 0.5. Calculamos las máximas variaciones en a según sistema
baricentrico. Las variaciones de la región izquierda no son representativas de cambios dinámicos.
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Figure 5: Mapa dinámico mostrando variaciones en semieje. Integramos part́ıculas test con i = 30, ω = 90 en
una grilla de 0.3 < a < 140 ua y 0 < e < 0.5. Calculamos las máximas variaciones en a según sistema de Jacobi.
En este caso no parece haber variaciones espureas.

Figure 6: Evolución de Urano integrando todo el sistema planetario en diferentes sistemas. Gente: cualquier
cosa menos heliocéntrico...
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las frecuencias fundamentales o combinaciones de ellas. Si no hay frecuencias bien definidas es
porque no hay frecuencias fundamentales y por lo tanto no es integrable, o sea es caótico. Claro
que siempre hay una escala de tiempo asociada. En cierta escala el sistema puede comportarse
como integrable y en una escala mayor como no integrable. O sea, en ese caso el sistema es no
integrable pero en una cierta escala reducida de tiempo el Hamiltoniano se puede aproximar
por uno integrable.

Si en un Hamiltoniano de N grados de libertad podemos probar la existencia de N inte-
grales del movimiento independientes entonces es integrable (teorema de Liouville-Arnold
en una versión apurada). Esto significa que todos los Hamiltonianos independientes del tiempo
de 1 grado de libertad, H(θ, I), son integrables pues existe la constante H(θ, I) = cte. En-
tonces, para encontrar la solución, si existe, un camino muy popular es buscar las constantes de
movimiento del sistema (enerǵıa, momento angular, etc). También son integrables los sistemas
cuyas ecuaciones sean lineales en q y p. Y también aquellos sistemas cuyos Hamiltonianos se
puedan poner como suma de Hamiltonianos desacoplados de un grado de libertad. De aqúı el
afán por intentar expresar nuestros Hamiltonianos como suma de Hamiltonianos de 2 cuerpos.

En general los sistemas en la naturaleza son caóticos o cuasi integrables, es decir, no
integrables pero es posible encontrar Hamiltonianos próximos al original y que son integrables
y para los cuales podemos buscar las variables angulo acción mediante una serie de transfor-
maciones canónicas. En una escala de tiempo acotada el sistema es equivalente al modelo
simplificado, pero si exploramos en escalas mucho mayores seguramente encontraremos caos.

3.9.2 Liouville y Lyapunov
Un sistema Hamiltoniano evoluciona en el tiempo siguiendo una trayectoria en el espacio de

fase de 2N dimensiones (q1, ..., qN , p1, ..., pN). Diferentes condiciones iniciales definen diferentes
trayectorias. Las trayectorias temporales 2N dimensionales del sistema nunca se cortan (que
pasaŕıa si lo hicieran?). Una propiedad notable de los sistemas Hamiltonianos constituye el
teorema de Liouville que dice que si escogemos un cierto volumen del espacio de fase conteniendo
un conjunto de condiciones iniciales, con el transcurso del tiempo el volumen se preserva. Puede
cambiar la forma, pero el volumen y el numero de estados dentro del volumen se preserva, o
sea la densidad de estados se preserva. En general, estos volúmenes se retuercen enormemente
sin variar su volumen. Lo podemos ver.

Sean dos trayectorias A y B en el espacio 2N dimensional y llamemos sj = xj(B) − xj(A)
a la diferencia entre las 2 trayectorias de la coordenada o momento genérica xj que puede ser
una q o una p. A su vez la evolución de la variable xj verifica:

ẋj(A) = fj(A)
ẋj(B) = fj(B)

donde fj es la ecuación canónica correspondiente. Si restamos obtenemos:

ṡj = fj(B) − fj(A) = ∂fj

∂xj

sj = λjsj

y si integramos:

sj(t) = sj(0)eλjt

donde los λj con conocidos como exponentes de Lyapunov e indican como crece la distancia
entre ambas trayectorias en la componente xj. En total son 2N coeficientes de Lyapunov y ya
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que las fj son derivadas parciales de H respecto a las variables entonces los λj son derivadas
parciales segundas mixtas del Hamitoniano. La mitad de ellas tiene signo positivo y la otra son
las mismas derivadas con signo negativo (recordar la forma de las ecuaciones canónicas) por
lo cual la suma de todos los λj es cero. Si consideramos todas las coordenadas y momentos y
multiplicamos obtenemos:

V (t) = V (0)e(
∑

λj)t

donde V = s1 · ... · s2N es el volumen en el espacio de fase. Bueno, la conclusión es que en un
sistema Hamiltoniano el volumen inicial ocupado por cierto conjunto de estados del sistema se
mantiene constante. El volumen se puede estirar y retorcerse pero el volumen es constante.
Si todos los λ son nulos el sistema es regular, integrable o no (ninguna coordenada se separa
exponencialmente). Si hay algún λ negativo habrá necesariamente uno positivo y eso implica
que esa coordenada evoluciona exponencialmente, y esto es caos. El caos se manifiesta en
algunas variables, no en todas. En la practica para estimar los exponentes de Lyapunov se
emplean métodos numéricos que integran la evolución de una part́ıcula y su sombra. Pero
es necesario hacer una advertencia: en un sistema caótico las integraciones hacia atrás en el
tiempo no convergen sino que también divergen y con el mismo coeficiente que al futuro. En un
sistema caótico integrar para atras en el tiempo buscando el pasado dinámico del sistema no
tiene sentido mas allá de la escala de tiempo de Lyapunov que es el inverso del coeficiente. Mas
allá de la escala de tiempo de Lyapunov la dinámica hacia el pasado es estadisticamente igual a
la dinámica hacia el futuro, ver por ejemplo Morbidelli et al. (2020). Recordar que la solución
de un sistema Hamiltoniano integrable esta dada por momentos constantes y ángulos que vaŕıan
linealmente con el tiempo, o sea nunca serian soluciones exponencialmente divergentes, por eso
un λj positivo nunca puede ser asociado a una solución de un Hamiltoniano integrable. Dos
excelentes libros sobre caos aplicado a sistemas planetarios son Shevchenko (2020) y Ferraz-
Mello (2021). Un indicador de caos muy eficiente es el MEGNO (Cincotta and Simó, 2000) y
que se ha popularizado mediante la rutina ofrecida en el paquete REBOUND.

3.9.3 KAM y Poincare-Birkhoff
Consideremos un sistema de 2 grados de libertad integrable, o sea que el Hamiltoniano

es del tipo H(I1, I2). Existen entonces las variables angulo acción donde las Ii = cte y los
θ̇j = νj = cte. La evolución del sistema se puede representar en la superficie de un toro con
radio interno I2 y radio mayor I1. Las trayectorias sobre el toro dependerán de los valores de
los νj: si el cociente ν1/ν2 fuera irracional la trayectoria acaba ocupando toda la superficie del
toro (toro irracional). Si el cociente es un numero racional entonces la trayectoria es un fideo
cuya cola acaba encontrándose con su cabeza (toro racional) y el sistema no recorre todo el
espacio de fase (a estas trayectorias también se las conoce como orbitas periodicas). Los
toros irracionales representan sistemas ergodicos: la media temporal de los estados es igual
a la media en el espacio de fase. Que implica esto: si queremos el valor medio no tenemos
que evaluar el sistema desde t = 0 hasta infinito sino que podemos integrar en el espacio,
finito, de fase. Es mas o menos lo que hemos hecho y lo que seguiremos haciendo al calcular
perturbaciones seculares.

Bien, ahora pensemos en un sistema mas real en donde el Hamiltoniano puede escribirse
como

H = H0(Ii) + H1(θi, Ii)
donde H1 es una perturbación al Hamiltoniano integrable H0. Notar que ahora las Ii ya no
son acciones pues H ya no admite la solución que tenia H0. El teorema KAM nos dice que al
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Figure 7: Corte de un sistema de 2 grados de libertad perturbado donde se observan toros KAM sobrevivientes
a la perturbación (ćırculos) y toros destruidos que dan lugar a zonas de caos pero que incluyen nuevos toros
irracionales (óvalos) en torno de trayectorias periódicas (toros racionales representados por puntos). Fuente
Korsch et al. (2008).

incrementar la perturbación las primeras trayectorias que se destruyen son las correspondientes
a los toros racionales y las ultimas en destruirse son las de los toros mas irracionales. La
destrucción se debe a la aparición de caos y el teorema KAM también afirma que la región
caótica en torno a la región ocupada por la trayectoria original es mayor cuanto menor sea el
denominador s en la relación de enteros ν1/ν2 = r/s. Por ejemplo, la región caótica en torno
a una trayectoria que originalmente verifica 2/3 es mayor que la región caótica que surge en
las proximidades de 3/7. Mientras la perturbación no sea excesivamente grande existirán toros
irracionales deformados respecto a los originales pero no destruidos (llamados toros KAM), y
que separan las regiones caóticas y las limitan en el espacio de fase.

Y el teorema Poincare-Birkhoff nos dice que si bien los toros racionales se destruyen algunas
trayectorias sobreviven dentro de la zona caótica generando nuevos toros irracionales (ver fig
7). En el caso de un asteroide perturbado por un planeta estos teoremas nos dan pistas sobre
que condiciones generan evoluciones mas caóticas y cuales generan trayectorias mas estables.

3.10 Flujo Hamiltoniano e integradores simpleticos
Sean (q,p) dos vectores representando las variables canónicas cada una de dimensión N y

sean dos funciones arbitrarias f(q, p) y g(q, p) se define como corchete de Poisson:

{f, g} = ∇qf∇pg − ∇pf∇qg =
N∑
i

∂f

∂qi

∂g

∂pi

− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

(55)
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Estos corchetes son muy útiles para determinar si un conjunto de variables es canónico pues se
puede probar fácilmente que las variables (qi, pj) son canónicas si verifican

{qi, pj} = δij

siendo δij la de Kronecker.
Si tenemos una función f(q(t),p(t)), o sea que evoluciona en el tiempo siguiendo la evolución

de las variables canónicas (se dice que f evoluciona sobre el flujo Hamiltoniano) usando las
ecuaciones canónicas se obtiene:

df

dt
= ∇qf q̇ + ∇pfṗ = {f,H} (56)

y la derivada segunda resulta

d2f

dt2
= {df

dt
,H} = {{f,H},H} (57)

por lo cual la función puede escribirse como un desarrollo en serie de Taylor

f(t) = f(0) +
∑

i

ti

i!L
i
Hf(0) (58)

siendo Li
H el operador de Lie, y a toda la sumatoria se le llama operador serie de Lie aplicado a

f sobre el flujo de H. Entonces una función que verifica lo anterior sigue la evolución temporal
del sistema Hamiltoniano, en particular f puede ser cualquiera de las variables canónicas. Si
tomamos un lapso temporal pequeño podemos truncar en orden 1 o 2 generando un integrador
numérico simpletico que me da la evolución temporal de las variables canónicas. O sea que la
evolución temporal de un sistema Hamiltoniano escrito en variables canónicas es una sucesión
de transformaciones canónicas por lo cual es posible construir algoritmos de integración que
preserven el Hamiltoniano. Estos son los integradores simpleticos y el leapfrog es uno de
ellos. Ver Mikkola (2020, cap 6).

Llamando F = LH, por su analoǵıa con la función exponencial podemos reescribir la
ecuación (58) como

f(t) = exp(tF )f(0) (59)
donde exp(tF ) es un operador aplicado a f(0), y si t es pequeño podemos truncar en orden 1
o 2. La idea es separar el Hamiltoniano en 2 partes: una con solución anaĺıtica y la otra una
pequeña perturbación: H = HA + HB, entonces podemos escribir

f(t) = exp(t(A+B))f(0) (60)

siendo A = LHA
y análogamente B. Como se puede ver en Chambers (1999), si despreciamos

términos de segundo orden en t podemos escribir

exp(t(A+B)) ≃ exp(tA) exp(tB) (61)

entonces
f(t) = exp(tA) exp(tB)f(0) (62)

lo cual significa que podemos aplicar primero un Hamiltoniano y luego el otro. Aplicar el
integrable significa avanzar un paso con la solución anaĺıtica del problema integrable. Y luego
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aplicando el otro estamos agregamos la perturbación. Esquemas de ordenes superiores se pueden
ver por ejemplo Chambers (1999). Si HA es el integrable, el leapfrog tiene el siguiente esquema

f(t) = exp( t2A) exp(tB) exp( t2A)f(0) (63)

O sea, esto equivale a avanzar en la órbita Kepleriana medio paso, aplicar la perturbación
correspondiente a todo el paso y luego avanzar otro medio paso. La perturbación se aplica
en forma impulsiva pues genera un cambio abrupto de la velocidad manteniendo la posición
fija. Eso significa que ese HB tiene forma de δ de Dirac lo cual parece un tanto violento. Sin
embargo la función δ de Dirac es equivalente a una serie infinita de términos de alta frecuencia.
Y aśı como vimos que eliminar términos de alta frecuencia no afecta la evolución a largo plazo,
esta tampoco es afectada si agregamos infinitos términos de corto periodo de donde es licito
usar la aproximación impulsiva. Ver una buena śıntesis de esta idea en Wisdom and Holman
(1991).

Existe cierta libertad en elegir que partes quedan en el integrable y cuales van a la per-
turbación. Pero, lo que elijamos como Hamiltoniano integrable definirá los elementos orbitales
como el semieje. Por lo general se busca que este semieje definido de esta forma sea represen-
tativo de la órbita que realmente realiza el objeto. Una buena revisión de los integradores se
encuentra en Morbidelli (2002b).

3.11 Ejemplo ineludible: el pendulo
Un ejemplo de trayectorias en el espacio de fase de un Hamiltoniano de un grado de libertad

son las que se obtienen en el Hamiltoniano del péndulo

H = a(I − I0)2 + b cos(ϕ) (64)

que pueden verse en la figura 8. En realidad este es un Hamiltoniano tipo péndulo pero
pendulo propiamente es con I0 = 0. Alĺı se identifican puntos de equilibrio (İ = ϕ̇ = 0) estables
e inestables (para estudiar la estabilidad hay que calcular el Hessiano de H). Por los inestables
pasan las separatrices que separan la región de oscilación (o libracion) de la de circulación de
ϕ. Con una transformación canónica adecuada se podŕıa llevar a las variables angulo acción,
asunto que no interesa demasiado pues el sistema es de fácil resolución.

Por las ecuaciones canónicas los puntos de equilibrio implican

∂H
∂I

= a2(I − I0) = 0 (65)
∂H
∂ϕ

= −b sin(ϕ) = 0 (66)

o sea que están en I = I0 y ϕ = 0, 180. Notar que siempre que los parámetros a y b sean
no nulos existirán 2 puntos de equilibrio. Sea (I0, ϕ0) un punto de equilibrio, para estudiar
la estabilidad suponemos pequeños desplazamientos (S, s) y vemos su evolución en el tiempo.
Tenemos

dI

dt
= dI

dt
(0) + Ṡ = −∂H

∂ϕ
≃ −Hϕ(0) − Hϕϕs− HϕIS (67)

dϕ

dt
= dϕ

dt
(0) + ṡ = ∂H

∂I
≃ HI(0) + HIϕs+ HIIS (68)
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Figure 8: Curvas de nivel del H(ϕ, I) para el Hamiltoniano del péndulo. Izquierda en coordenadas rectangulares
y derecha en polares donde se aprecia la separatriz y las libraciones en forma de banana. Fuente Morbidelli
(2002a).

en donde lo que hicimos fue expandir a primer orden las derivadas parciales Hϕ y HI en torno
al punto de equilibrio. Tenemos entonces

Ṡ = −Hϕϕs− HϕIS (69)
ṡ = HIϕs+ HIIS (70)

Buscamos soluciones del tipo S = A exp(ωt), s = B exp(ωt) siendo ω un parámetro a determinar
que si es complejo puro implica oscilaciones estables. Sustituyendo obtenemos

Aω = −HϕϕB − HϕIA (71)
Bω = HIϕB + HIIA (72)

de donde

A(ω + HϕI) +BHϕϕ = 0 (73)
AHII +B(HIϕ − ω) = 0 (74)

para que exista una solución diferente de A = B = 0 debe cumplirse que el determinante sea
nulo, o sea

H2
ϕI − ω2 − HIIHϕϕ = 0 (75)

y como en el pedulo HϕI = 0 nos queda

ω2 = −HIIHϕϕ (76)

Si ω2 < 0 los pequeños movimientos serán estables y el periodo de la oscilación sera

T = 2π√
HIIHϕϕ

(77)
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Si ω2 > 0 el punto sera inestable. Si este Hamiltoniano se perturba un poco agregando un
pequeño termino extra en la ec. 64 aparecerá caos en la región de la separatriz.

Clases en video:

• Clase 07: https://youtu.be/N7A8dXMPl6c

• Clase 08: https://youtu.be/ziccZAb3Wh8
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4 Teoŕıa secular anaĺıtica

4.1 Eliminación de variables rápidas
Las teoŕıas anaĺıticas son aquellas que podemos construir a partir de una expresión anaĺıtica

de R. Dada R anaĺıticamente como desarrollos en series, se toman los términos relevantes o
una expresión simplificada para R, se escriben las ecuaciones y se resuelven anaĺıticamente o
numéricamente. La cuestión es si hay alguna justificación teórica para hacer esto. Es cierto
que es intuitivo que eliminar los términos de corto periodo debe ser valido para estudiar la
evolución a largo plazo pero el asunto debeŕıa admitir alguna demostración mı́nima de que la
nueva R media representa bien la evolución secular del sistema. Esto es lo que trata la teoŕıa
de perturbaciones. Los términos de variación rápida suelen ser irrelevantes para la evolución
a largo plazo. Por ejemplo la perturbación (indirecta) que recibe un objeto con a > 165 ua
por parte de los planetas seria suficiente como para transformar su órbita heliocéntrica en una
hipérbola, ver por ejemplo figura 2. Sin embargo el objeto no escapa pues poco tiempo después
la perturbación actúa en sentido contrario disminuyendo nuevamente su enerǵıa orbital, y por
esto las perturbaciones de variación rápida no tienen un efecto acumulativo. La cuestión es
como ”eliminar” de R los términos irrelevantes, es decir aquellos de variación rápida. En la
teoŕıa de perturbaciones encontramos diversos métodos que logran esto llegando al final a un
sistema de resolución trivial. La forma fácil es directamente ignorar en R todo lo que dependa
de variables rápidas (método tijera) o hacer un promedio en esas variables rápidas. Para
entender la diferencia entre el método tijera y uno mas justificado veremos un poco como se
trabaja en teoŕıa de perturbaciones.

4.2 Teoŕıa de perturbaciones
Lo que sigue es una forzosa śıntesis de lo que puede verse por ejemplo en Morbidelli (2002a),

Ferraz-Mello (2007) o en forma mas sintética en Shevchenko (2017, cap 2). Dado un Hamilto-
niano cuasi integrable

H(q, p) = H0(p) + ϵH1(q, p) (78)
donde la diferencia entre el integrable H0 y el completo es una parte H1 multiplicada por un
pequeño parámetro ϵ, que t́ıpicamente es la masa del perturbador. La idea es encontrar una
transformación canónica próxima de la identidad, es decir que las variables nuevas (q1, p1) y
viejas difieren en una pequeña cantidad:

p = p1 + ϵf(q1, p1)

q = q1 + ϵg(q1, p1)
Y el Hamiltoniano en las nuevas variables tiene una nueva expresión

H1(q1, p1) = H0(p1) + ϵH̄1(p1) + ϵ2H2(q1, p1) (79)

donde t́ıpicamente H̄1 es el resultado de promediar H1 en los ángulos q. De esta forma el
termino dependiente de (q1, p1) pasa a ser de orden 2 en el pequeño parámetro. Podŕıamos
volver a aplicar el procedimiento y esto implicaŕıa hacer una nueva media sobre H2 en los
ángulos q1, pero véase que esto es diferente a promediar todo de una en los ángulos q como
hubiéramos hecho en el método tijera. En (Cincotta, 2021, cap 3) se muestra un ejemplo.
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Con sucesivas aproximaciones vamos llegando a un Hamiltoniano exclusivamente dependiente
de los momentos (que serán acciones). Poincare demostró que estas series no son eternamente
convergentes aśı que existe un orden r optimo a partir del cual ya no se gana nada mas. Los
métodos de Von Zeipel y de Hori son algunos de los métodos mas relevantes. Estos métodos se
conocen como métodos formales pues describen la operativa pero los detalles prácticos deberán
resolverse caso a caso. Nosotros vamos a aplicar el método tijera, que es equivalente a un
método formal hasta el primer orden en el pequeño parámetro.

4.3 Evolución secular por achatamiento
Si consideramos R hasta el termino J2 de un planeta de masa mp y radio Rp, la función

perturbadora sobre un satélite debido al achatamiento del planeta queda (Murray and Dermott,
1999, pag. 269)

R = −k2mp

r
J2(

Rp

r
)2P2(sinϕ) (80)

donde ϕ es la latitud del satélite y P2(sinϕ) = (1/2)(3 sin2 ϕ − 1). Recordar que el potencial
total es V = V0 − R, siendo V0 el Kepleriano. A su vez sinϕ = sin i sin(ω + f) siendo f la
anomaĺıa verdadera del satélite. Si promediamos en un periodo orbital T es lo mismo que
promediar en anomaĺıa media y haciendo cambio de variable a anomaĺıa verdadera dt = r2df/h
integramos y obtenemos la Rsec

Rsec = 1
T

∫ T

0
Rdt = 1

T

∫ 2π

0
R
r2

h
df = k2 mpR

2
pJ2

4a3(1 − e2)3/2 (2 − 3 sin2 i) (81)

donde hemos sustituido T = 2π
√
a3/(k2mp). De acuerdo a las ecuaciones planetarias de La-

grange esta Rsec solamente genera una variación en (ω,Ω) manteniendo los demás elementos
constantes, o sea la órbita gira sobre su dirección perpendicular (variación de ω) y sobre el
eje del planeta (variación de Ω). El uso de las ecuaciones canónicas es notablemente ventajoso
pues como

H = − µ2

2L2 −R(L,G,H) (82)

tenemos que dL/dt = dG/dt = dH/dt = 0, o sea que (a, e, i) son constantes. Pero ademas se
concluye que dω/dt y dΩ/dt son constantes, cambian a un ritmo constante. Y también que
dM/dt no es igual al movimiento medio n generado por el movimiento Kepleriano, tiene un
termino extra debido a la perturbación. El periodo orbital real es diferente al Kepleriano pues
el potencial no es Kepleriano. Y esto independientemente del movimiento del perihelio, que
también se suma. El movimiento del perihelio es algo que preocupo a los soviéticos cuando
lanzaron sus primeros satélites y lograron congelar ese movimiento colocando los satélites en
una inclinación critica, es decir una inclinación para la cual ω queda fijo.

Esta expresión es valida para (e, i) arbitrarios pero para r >> Rp debido a que solo con-
sideramos hasta J2. Si usamos una expresión mas compleja para el potencial de un planeta la
complejidad del calculo aumenta pero el procedimiento es análogo.

4.4 Perturbación secular de planeta sobre asteroide
Cuando las perturbaciones son pequeñas (o sea en ausencia de encuentros próximos), para

apreciar los efectos de R en el largo plazo promediamos en el tiempo la R correspondiente, o
eliminamos las variables de variación rápida por un proceso de transformaciones canónicas o
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por métodos mas sencillos. Si no existe una conmensurabilidad evidente entre el periodo orbital
del asteroide y del planeta (eso seria una resonancia) se puede probar que

< R >t= Rsec = 1
4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0
Rdλ1dλ2 (83)

promediar en el tiempo es equivalente a promediar en las variables de variación rápida, las
longitudes medias de ambos cuerpos. Esto es valido porque el sistema es ergodico siempre que
no haya conmensurabilidad entre el movimiento del planeta y del asteroide. La media temporal
de R es equivalente a un promedio de la R calculada en todas las configuraciones posibles
asteroide-planeta. Dado que R es una serie de cosenos es fácil calcular esa integral doble pues
todos los términos que dependen de λ o λp se anulan. O sea que promediar es equivalente a
eliminar de R los términos que dependen de las variables rápidas (método de la tijera). En
particular se puede ver que la parte indirecta de R tiene las longitudes medias en todos los
argumentos por lo que se anula al hacer el promedio. Es importante tener en cuenta que al
hacer esto también eliminamos perturbaciones que si bien dependen de ángulos rápidos lo hacen
a través de combinaciones resonantes o cuasi resonantes. En nuestro sistema planetario es un
claro ejemplo la cuasi conmensurabilidad 5:2 entre Júpiter y Saturno que genera un termino
5λS − 2λJ de variación muy lenta (periodo de aprox. 950 años) que genera oscilaciones en
varios cuerpos del sistema solar pero son especialmente importantes en los semiejes de Júpiter
y Saturno (ver fig. 51). Esta gran desigualdad como la llamo Laplace la perdemos en este
proceso de media y no podremos reproducir adecuadamente la evolución secular del sistema
planetario pues estamos despreciando este termino, que es relevante.

En el caso de una perturbación por achatamiento de un planeta con simetŕıa de revolución
solo hay que hacer una integral, o sea promediar la perturbación a lo largo de todas las posiciones
del objeto al recorrer su órbita. (Que pasa si no hay simetŕıa de revolución? y si ademas el
planeta rota?)

La expresión anaĺıtica de Rsec del planeta sobre el asteroide esta dada por todos los términos
tales que j1 = j2 = 0. Como Rsec es independiente de λ las ecuaciones seculares quedan

da

dt
= 0 (84)

de

dt
= −

√
1 − e2

na2e

∂Rsec

∂ϖ
(85)

dΩ
dt

= 1
na2

√
1 − e2 sin i

∂Rsec

∂i
(86)

dϖ

dt
=

√
1 − e2

na2e

∂Rsec

∂e
+

tan i
2

na2
√

1 − e2

∂Rsec

∂i
(87)

di

dt
= −

tan i
2

na2
√

1 − e2

∂Rsec

∂ϖ
− 1
na2

√
1 − e2 sin i

∂Rsec

∂Ω (88)

De donde se concluye el famoso resultado originalmente debido a Lagrange-Laplace de que
los semiejes no cambian. Pero hay que hacer 2 aclaraciones: el semieje es constante pero no
necesariamente igual al original osculante. En la practica a partir de las condiciones iniciales se
podŕıa hacer una integración numérica de las ecuaciones exactas y se determinaŕıa un semieje
medio, ese seria el valor correcto del semieje para la teoŕıa secular. La segunda aclaración, el
movimiento medio observado sera diferente debido al efecto en la ec. (13).
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Esta forma de obtener Rsec es el método de la tijera. Un método mas elaborado consiste
en hacer transformaciones canónicas tal que en las nuevas variables desaparezcan las λi. Si
pensamos en términos del Hamiltoniano tenemos

H = − µ2

2L2 −Rsec (89)

Como L es constante y Rsec es independiente del tiempo la evolución del asteroide estará
contenida en superficies que cumplen

Rsec(e, i,ϖ,Ω) = cte (90)

Y si el planeta perturbador tiene órbita circular de inclinación cero seguramente R sera inde-
pendiente de Ω ya que la perturbación del planeta no puede ser sensible al nodo debido a la
simetŕıa del problema. Saber que Rsec es constante es importante pues las curvas de nivel de
esa superficie nos indican la posible evolución del asteroide y las regiones del espacio (e, i, ω)
que el asteroide puede recorrer.

Importante: en las perturbaciones seculares el semieje permanece constante pero no porque
la perturbación lo obligue a permanecer constante sino mas bien por que lo ignora. Esto significa
que si hay algún otro agente perturbador el semieje puede quedar sometido a alguna evolución
(t́ıpicamente difusión caótica). Diferente es el caso de las resonancias de movimientos medios
en donde existe un efecto sobre el semieje que lo hace oscilar en torno a un valor fijo.

Ejercicio. Probar que para la Rsec generada por J2 sobre un satélite en torno a un
planeta existe una inclinación para la cual ϖ = cte, longitud de periastro congelado.

Ejercicio. Calcular las variaciones dϖ/dt, dMr/dt que se generan en el movimiento de
un satélite con i = 0 debido a la Rsec generada por el achatamiento dado por J2.

4.5 Ecuaciones seculares para el conjunto a, e, i,Ω, ω
La utilización de ϖ tiene sentido en bajas inclinaciones pues da una idea de la ubicación

espacial del perihelio, que especialmente interesa en caso de estudiar resonancias seculares por
ejemplo. Pero para órbitas de inclinación próxima a 180 la dirección espacial del perihelio esta
dada mas bien por ϖ∗ = Ω − ω por lo que algunos autores utilizan esta nueva variable para
órbitas retrogradas. Lo cierto es que para órbitas de alta inclinación ni ϖ∗ ni ϖ dicen nada
de la localización del perihelio por lo que para el caso general es conveniente trabajar con el
conjunto (a, e, i,Ω, ω). El juego de ecuaciones para este conjunto es (Brouwer and Clemence,
1961):
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da

dt
= 0 (91)

de

dt
= −

√
1 − e2

na2e

∂Rsec

∂ω
(92)

dΩ
dt

= 1
na2

√
1 − e2 sin i

∂Rsec

∂i
(93)

dω

dt
=

√
1 − e2

na2e

∂Rsec

∂e
− cot i
na2

√
1 − e2

∂Rsec

∂i
(94)

di

dt
= cot i

na2
√

1 − e2

∂Rsec

∂ω
− 1
na2

√
1 − e2 sin i

∂Rsec

∂Ω (95)

y se puede obtener de las que ya vimos considerando la relación entre las nuevas y viejas
variables. Se arma ĺıo cuando e o i son próximas a cero, pero eso se soluciona con cambios de
variable adecuados que evitan las indeterminaciones (variables h, k, p, q).

Ejercicio. Probar que para la Rsec generada por J2 sobre un satélite en torno a un
planeta existe una inclinación critica i = 63.4 para la cual ω = cte, argumento de
periastro congelado.

4.6 Teoŕıas para bajas (e, i)
Utilizando el desarrollo que se presenta en Murray and Dermott (1999) y especialmente la

fabulosa rutina DisturbingFunction.nb o usando el paquete celmech en Python podemos ver
los siguientes casos.

4.6.1 Perturbador externo con ip = 0
En caso de que el planeta perturbador sea exterior con masa m y semieje ap se encuentre

en órbita de inclinación cero y si despreciamos términos en α = a/ap de orden 4 y superiores,
del desarrollo Laplaciano de R se obtiene:

Rsec ≃ k2m

ap

[
1 + α2

(
1/4 + 3

8(e2 + e2
p) − 3

2(sin i

2)2
)

− 15
16α

3eep cos(ϖ −ϖp)
]

(96)

4.6.2 Perturbador interno con ip = 0
En caso de que el planeta perturbador sea interior con masa m y semieje ap se encuentre

en órbita de inclinación cero y si despreciamos términos en α = ap/a de orden 4 y superior, del
desarrollo Laplaciano de R se obtiene:

Rsec ≃ k2m

a

[
1 + α2

(
1/4 + 3

8(e2 + e2
p) − 3

2(sin i

2)2
)

− 15
16α

3eep cos(ϖp −ϖ)
]

(97)

Notar el parecido con la anterior pero hay una diferencia interesante: cuando el perturbador
es interno aparece un termino k2m

a
mientras que en el caso anterior ese termino era constante

pues depend́ıa de ap. Parece un termino inofensivo pues en la teoŕıa secular a es constante,
pero véase que aporta un termino importante en la ecuación (13) para dM/dt, quiere decir que
contribuye a afectar el movimiento medio observado. Ver también figura 27. El efecto de un
perturbador interno parece ser cualitativamente diferente del efecto de un perturbador externo.
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4.6.3 Caso secular asteroidal plano
Ver (Murray and Dermott, 1999, pag 254). En este problema usando la expresión (96) la

función perturbadora secular queda

Rsec ≃ Ce2 + Feep cos(ϖ −ϖp) + cte (98)

donde
C ≃ k2m

ap

3
8α

2 (99)

F ≃ −k2m

ap

15
16α

3 (100)

Como no aparecen las variables rápidas, el semieje es constante y como el Hamiltoniano
también lo es entonces las soluciones verifican Rsec(e,ϖ) = cte. Haciendo curvas de nivel de
Rsec tenemos las trayectorias posibles.

Las ecuaciones que dan la evolución temporal de e,ϖ quedan

de

dt
= −

√
1 − e2

na2e

∂Rsec

∂ϖ
=

√
1 − e2

na2e
Feep sin(ϖ −ϖp) (101)

dϖ

dt
=

√
1 − e2

na2e

∂Rsec

∂e
= 2Ce+

√
1 − e2

na2e
Fep cos(ϖ −ϖp) (102)

Se puede ver que las variables (e,ϖ) están acopladas, vaŕıan sincronizadamente. De las ecua-
ciones podemos tener una idea de la evolución de e a través de la aproximación

√
1−e2

na2 ≃ cte

de

dt
=

√
1 − e2

na2 Fep sin(ϖ(t) −ϖp) (103)

∆e = −
√

1 − e2

na2 Fep
cos(ϖ(t) −ϖp)

ϖ̇
(104)

Entonces, aproximadamente la excentricidad oscila con amplitud

∆e ≃
√

1 − e2

na2 F
ep

ϖ̇
(105)

y de la otra ecuación vemos que ϖ̇ no es constante sino que tiene una componente 2Ce mas una
oscilación. Notar que cuanto mas lentamente varia ϖ mayor sera el cambio en la excentricidad.
Como F < 0 entonces cuando ϖ ∼ ϖp la variación dϖ/dt es mı́nima por lo que un asteroide
en general pasa mas tiempo con su ϖ próximo al del planeta. Esto precisamente se da en
los asteroides, cuyos perihelios se concentran en torno al perihelio de Júpiter. De la ecuación
de la e se ve que cuando ϖ ∼ ϖp la e es máxima. En la figura 9 se puede apreciar que la
población de asteroides concentra sus perihelios en las proximidades de ϖJ ∼ 15◦ y que alĺı
las excentricidades son mayores. Podemos chequear esto con dϖ/dt calculada numéricamente
(ver sección 5) en función de ϖ. El resultado esta en la figura 10. Si el planeta tiene un ϖp(t)
variable entonces en vez de ϖ̇ en (104) aparece como divisor (ϖ − ϖp)/dt. Eso significa que
cuando ϖ y ϖp vaŕıan al mismo ritmo ∆e diverge. Eso es el caso mas obvio de los que se conoce
como resonancia secular. Cuidado: no siempre que (ϖ − ϖp) oscila ocurre una resonancia
secular, en la figura 11 por ejemplo si el modo libre o propio fuera menor que el forzado (ϖ−ϖp)
oscilaŕıa pero no debido a una conmensurabilidad de frecuencias. Lo veremos mas adelante. El
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Figure 9: Plot de densidad de los elementos (ϖ, e) para la población de asteroides (ϖ en radianes). El perihelio
de Júpiter esta en ϖJ ∼ 15◦. Los asteroides con ϖ ∼ ϖJ son mas excéntricos. Fuente: Mauro Cabrera.

comportamiento observado en los perihelios de los asteroides tiene su análogo en las longitudes
de sus nodos. Asimismo se ha invocado que un planeta 9 generaŕıa estos modos en objetos de
la región transNeptuniana generando concentraciones en sus perihelios y nodos (Batygin et al.,
2019). La dinámica de los TNO perturbados por un planeta 9 puede estudiarse en primera
aproximación con esta Rsec.

4.6.4 Caso secular transNeptuniano plano
En este caso en que el perturbador Neptuno es interior debemos usar la ec. (97) que es casi

igual al caso de la R para un asteroide perturbado por Júpiter pero ahora tenemos el semieje
de la part́ıcula en el denominador.

4.6.5 Teoŕıa secular para 2 planetas de bajas (e, i)
Seguir Murray and Dermott (1999, cap 7) donde se desarrolla una teoŕıa para planetas

con pequeñas (e, i). Las ecuaciones para (e,ϖ) están desacopladas de las de (i,Ω). Aqúı se
introducen las frecuencias fundamentales del sistema (gi, fi). Hay 2 frecuencias asociadas a
los perihelios pero solo una asociada a las inclinaciones, esto es porque dinamicamente solo tiene
relevancia la inclinación relativa entre los 2 planetas. Esto significa que el sistema se reduce a
tres grados de libertad. Si acaso el cuerpo central tiene achatamiento entonces hay un plano
fundamental que seria el ecuatorial del cuerpo central y entonces habŕıa 2 frecuencias asociadas
a las inclinaciones (y nodos). Se prueba que las excentricidades de los planetas evolucionan
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Figure 10: dϖ/dt calculada con las ecuaciones planetarias usando Rsec numérica para asteroide con a = 3.0, e =
0.2, i = 2. Ver que cuando ϖ ∼ 15 grados dϖ/dt es mı́nima.

en forma acoplada entre si y con un única frecuencia que es la diferencia de las 2 frecuencias
fundamentales mientras que las inclinaciones también evolucionan acopladas y siguiendo la
única frecuencia fundamental. Seguramente es consecuencia de la conservación del momento
angular del sistema.

4.6.6 Teoŕıa secular asteroide perturbado por sistema planetario: elementos propios
Seguir Murray and Dermott (1999, cap 7.4).
Al resolver las ecuaciones seculares de un asteroide para el caso (e, i) pequeñas perturbado

por un sistema planetario de evolución conocida de antemano encontramos que la evolución de
los elementos orbitales es igual a la suma de dos componentes vectoriales: una forzada y otra
libre o propia (ver fig 11). La forzada varia en función de como evoluciona secularmente (en
forma conocida) el sistema perturbador y la propia gira con frecuencia constante (frecuencias
propias A y B según la notación de MD o también g y f) y tiene modulo constante. Se
prueba que cuando el semieje del asteroide se aproxima al de un planeta sus elementos forzados
tienden a ser iguales a los elementos del planeta. Por esto los asteroides tienden a tener
sus (ϖ,Ω) osculantes próximos a los de Júpiter, pues todos tienen una componente forzada
similar. La componente propia depende de las condiciones iniciales mientras que la forzada
es independiente y esta definida por el sistema planetario. Cada una varia con diferentes
frecuencias y cuando la frecuencia propia coincide con alguna de las frecuencias del modo
forzado la solución diverge (crecen la e o la i) generando una resonancia secular. En esta
teoŕıa simplificada las frecuencias propias o libres dependen exclusivamente del semieje orbital
de de la part́ıcula y se verifica A = −B, o sea que la componente propia de excentricidad (o en
variables h, k) rota en sentido contrario que la propia de inclinación (o en variables p, q). Pero
al considerar asteroides de mayores (e, i) las frecuencias propias presentan una dependencia
(a, e, i). La teoŕıa no es trivial si (e, i) no son pequeñas por lo que se recurre a métodos
semianaliticos como veremos. Mientras los osculantes y forzados vaŕıan los propios se mantienen
constantes por lo que el cálculo de los elementos propios es importante para determinar familias
colisionales (familias de Hirayama) pues estas conservan elementos propios similares a los
del progenitor.
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Figure 11: Excentricidad y perihelio osculantes son el resultado de sumar las componentes forzada y libre o
propia. Fuente: Murray and Dermott (1999).

4.6.7 Teoŕıa secular de sistema planetario de bajas (e, i)
Si consideramos un sistema planetario con bajas (e, i) que se perturban mutuamente en

Murray and Dermott (1999, cap 7.7) se desarrolla una teoŕıa secular para el mismo donde se
resuelven simultáneamente las ecuaciones simplificadas para los N planetas. De esta teoŕıa se
deduce la existencia de 2N frecuencias fundamentales pero unicamente es valida para bajas
(e, i) por lo que para casos mas generales hay que recurrir a métodos semianaliticos o teoŕıas
sintéticas.

Para el caso de 2 planetas Libert and Henrard (2008) desarrollaron una función perturbadora
de mayor orden que permite estudiar (e, i) no muy altas pero si mas que en el desarrollo clásico.

Ejercicio. Para el caso coplanar estimar dM/dt para una part́ıcula perturbada por a)
un planeta circular con órbita interior a la part́ıcula y b) igual al caso anterior pero con
el planeta en órbita exterior.

4.7 Resonancias seculares y elementos propios
Dado un sistema de N cuerpos masivos como un sistema planetario con órbitas referidas

a la estrella central quedan definidas al menos 3N frecuencias: N son altas y corresponden a
los movimientos medios, otras N están asociadas a los movimientos de los ϖi y otras N están
asociadas a los movimientos de los Ωi. Cuando un asteroide o part́ıcula tiene una frecuencia
propia que coincide o guarda una relación sencilla con alguna frecuencia fundamental ocurre
una resonancia secular y su evolución orbital sera radicalmente diferente a la de una part́ıcula
próxima pero con diferente frecuencia propia. Generalmente están asociados grandes cambios
en (e, i). Para bajas (e, i) existen teoŕıas anaĺıticas para localizar las resonancias seculares
como ya vimos o como se resume en Malhotra (1998, cap 4). Esas resonancias seculares estan
localizadas para a fijos. Pero para asteroides con moderadas o altas (e, i) las teoŕıas basadas
en desarrollos anaĺıticos de la función perturbadora a primer orden fallan por lo cual se han
desarrollado métodos anaĺıticos de mayor orden (Milani and Knezevic, 1990) y métodos semi-
analiticos (Williams and Faulkner, 1981). Se puede ver una muy buena śıntesis en Knezevic
et al. (2002). En estas teoŕıas mas precisas se muestra que las resonancias seculares están en
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Figure 12: Frecuencias fundamentales del sistema solar obtenidas por la teoŕıa simplificada de Lagrange-Laplace
y por integraciones numéricas (Laskar). Fuente Tremaine (2023).

superficies (a, e, i) y no en lugares fijos de a, ver figura 13. Las teoŕıas permiten la determi-
nación precisa de las resonancias y también de los elementos propios de los asteroides. El tema
se trata también en Morbidelli (2002a, cap 8.4). Las resonancias seculares también pueden ser
generadas por combinaciones de varias frecuencias fundamentales dando lugar a resonancias
seculares de diverso orden (no lineales).

Uno se ve tentado a pensar que una resonancia secular de perihelio ocurre porque el perihelio
del asteroide se mueve igual que el de un planeta. Para el caso plano retrogrado, para que
tenga sentido la localización del periastro en el plano de referencia se suele utilizar la variable
ϖ∗ = ω− Ω en vez de ϖ = ω+ Ω pero surge la duda si pueden existir resonancias seculares de
perihelio en altas inclinaciones ya que como indicador de la ubicación del perihelio esta variable
pierde sentido para inclinaciones altas y f́ısicamente en el espacio los perihelios realizaŕıan un
movimiento complicado. Que sentido f́ısico tendŕıan las resonancias seculares en órbitas de
alta inclinación en donde los perihelios se mueven en planos bien diferentes? En realidad las
resonancias ocurren por conmensurabilidades de frecuencias, a veces las podemos identificar
claramente con movimientos de perihelio o nodo y otras veces no. En el sistema solar la
resonancia con gi (perihelios) se la nota como νi y la resonancia con fi (nodos) como ν1i donde
i designa al planeta asociado a la frecuencia.

4.8 Revisión de Rsec y aproximación secular de cuadrupolo y octupolo
La función perturbadora resulto ser un complicado desarrollo en los elementos orbitales

de los cuerpos que intervienen. En realidad la R se escribe de forma bastante compacta en
función de f en vez de λ pero las ecuaciones planetarias de Lagrange o las canónicas se vuelven
imposibles de integrar anaĺıticamente. Es decir, cuando queremos integrar da/dt por ejemplo, lo
que esta a la derecha es imposible de integrar anaĺıticamente si no lo expreso como un desarrollo
en serie. Al expresarlo como un desarrollo en función de λ las integrales son triviales pues el
tiempo esta linealmente involucrado con las λ que están dentro de cosenos. Pero si me interesa
la evolución secular voy a promediar en los ángulos rápidos, entonces
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Figure 13: Localización de las resonancias seculares en el Sistema Solar en el plano (a, i) para una dada e = 0.1.
Para bajas inclinaciones las resonancias seculares están en valores fijos de a pero al aumentar la i nos apartamos
de la teoŕıa vista en 4.6.6 y obtenemos a(e, i). Los asteroides se encuentran en regiones delimitadas por las
superficies de las resonancias seculares en el espacio (a, e, i). Fuente: Murray and Dermott (1999).

Rsec = 1
2π

∫ 2π

0
R(λ)dλ = 1

2π
n

h

∫ 2π

0
R(f)r2df (106)

o sea no necesito expresar R(λ), lo puedo hacer conociendo R(f) y esto quiere decir que no
necesito hacer todos los desarrollos que hicimos antes, solo los necesarios como para que la
integral sea manejable. La integral en realidad es doble pues hay que integrar en (f, f ′).

Se puede ver (Murray and Dermott, 1999) que lo relevante en la expresión 16 comienza con
l = 2 y se puede escribir como

1
| r2 − r1 |

= 1
a2

∞∑
l=2

αl
(
r1

a1

)l(a2

r2

)l+1
Pl(cosψ) (107)

donde ψ es el angulo entre los 2 vectores espaciales que junto a r1, r2 se pone en función de las
anomaĺıas verdaderas, no de las medias, por lo que no es necesario hacer expansiones en (e, i).
Cuando α = a1/a2 ≪ 1 (se le llama caso jerárquico) se suele adoptar la aproximación mas
simple hasta l = 2 o la mas precisa hasta l = 3. Luego se promedia en los ángulos de variación
rápida obteniendo las aproximaciones seculares de cuadrupolo y octupolo respectivamente.
Esto es lo que popularizo Kozai (1962) para un planeta circular lo que le permitió estudiar la
dinámica secular de asteroides de altas (e, i) y que pasamos a ver a continuación.

4.9 Part́ıcula de arbitrarias (e, i) con perturbadores circulares coplanares: vZLK
En base a lo que vimos en la sección 4.8, seria posible obtener Rsec valida para altas (e, i) pero

solo suponiendo gran diferencia de semiejes entre part́ıcula y perturbador. Y si el perturbador
esta en órbita circular de i = 0 entra en escena el mecanismo o efecto o resonancia Lidov-Kozai.
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El libro de Shevchenko (2017) esta enteramente dedicado a este tema. En el extenso review de
Ito and Ohtsuka (2019) se explica ademas que von Zeipel en 1910 ya hab́ıa considerado este
problema, por lo cual desde hace poco se suele hablar del mecanismo ZLK.

4.9.1 ZLK interno
En un congreso en Paŕıs en 1962 sobre satélites artificiales un soviético presento un trabajo

de Lidov (quien no asistió) sobre la dinámica de un objeto geocentrico perturbado por la Luna.
Kozai estaba presente y extendió el método a los asteroides perturbados por Júpiter. Sólo
recientemente quedo establecido que von Zeipel también hab́ıa analizado este problema en
1910. En el caso en que a << ap se puede truncar la formula (6.21) de Murray and Dermott
(1999) quedándonos con los términos de hasta orden (a/ap)2 y luego promediando en los ángulos
rápidos. La Rsec obtenida anaĺıticamente se puede expresar como (ver capitulo 3 de Shevchenko
(2017) o también Kokubo (2003), Ito and Ohtsuka (2019), Kozai (1962))

Rsec ≃ k2mpa
2

8a3
p

[
2 + 3e2 − 3(1 − e2 + 5e2 sin2 ω) sin2 i

]
(108)

Esta expresión simplificada tiene cierto parecido con 96 pero es valida para cualquier (e, i)
pues no fue necesario expresarla en expansiones de esos elementos. Pero, como aquella, implica
un desarrollo en a/ap despreciando los términos de orden (a/ap)3 y superiores por lo que esa
relación tiene que mantenerse << 1. Como ya dijimos se conoce como función perturbadora de
cuadrupolo, y si ademas consideramos los términos en (a/ap)3 tendremos el modelo de octupolo.

Por ser una expresión independiente de λ el semieje es constante. Entonces no solo el
Hamiltoniano es constante sino también Rsec. Por ser independiente de Ω su conjugada
H = L

√
1 − e2 cos i, que es la componente z del momento angular, también es constante. La

condición
√

1 − e2 cos i = cte impone que (e, i) están acopladas (figura 14) y que la evolución
se realiza sobre curvas (e, i) que están acotadas. En particular como el mı́nimo valor de cos i
ocurre para e = 0 entonces hay una máxima inclinación posible imax(e = 0). Podemos poner
i en función de e por ejemplo y tendremos que las soluciones son curvas de nivel

Rsec(ω, e) = cte (109)

(figura 15) y con las ecuaciones planetarias de Lagrange o las canónicas puedo obtener la
solución temporal. Los limites entre los que vaŕıan (ω, e, i) estarán definidos por la curva de
nivel correspondiente al objeto de estudio y las evoluciones dentro de esas curvas deben verificar
H = cte.

Los puntos de equilibro se definen como

dω/dt = de/dt = 0 (110)

y esto conduce a que hay regiones en (ω, e) donde aparecen oscilaciones en torno a ciertos valores
de ω, que en este caso son 90 y 270. Entonces dado que esta evolución secular genera oscilaciones
en ω se la llamo resonancia de Kozai. Hay una conmensurabilidad entre la frecuencia de ϖ y
Ω del asteroide pero no con un planeta en particular por lo cual no seria una resonancia como
las seculares o las de movimientos medios y en las soluciones no aparece un divisor tendiendo a
cero. El propio Kozai me lo dijo ”they call it resonance but it is not a resonance!”. Sin embargo
existe una topologia como la del péndulo con una región de oscilación y otra de circulación, lo
particular de este caso es que el punto de equilibrio inestable esta en el origen, es decir cuando
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Figure 14: Mecanismo ZLK actuando sobre asteroide perturbado por los cuatro planetas gigantes. Integración
numérica de las ecuaciones exactas de movimiento con los planetas gigantes en sus órbitas reales. Ver acople
(e, i). Fuente: Gallardo (2017).

Figure 15: Diagrama polar de curvas de nivel de Rsec(ω, e) constante para un asteroide de a = 3 ua para dos
valores diferentes de la variable H = L

√
1 − e2 cos i correspondiente a los casos con imax = 33 y imax = 45. La

part́ıcula esta obligada a evolucionar sobre alguna de esas curvas. Notar que el punto de equilibrio inestable
esta en el origen. Para imax menores a cierto limite no hay puntos de equilibrio excepto en el origen. Fuente:
Morbidelli (2002a).
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e = 0 lo cual hace que órbitas circulares puedan convertirse en caóticas si la inclinación es
superior al valor critico (ver ejercicio abajo). Ver discusión en Shevchenko (2017, 4.6).

Ejercicio. Inclinación critica. Probar que para la Rsec dada por (108) los puntos
de equilibrio existen solo cuando la inclinación es mayor a cierto valor critico dado por
sin i2 = 2/5

Ejercicio. Probar que los puntos de equilibrio están en ω = 90, 270 y e2 = 1 − h
√

5/3
donde h = H/L.

4.9.2 ZLK externo
Se puede encontrar una expresión análoga de Rsec para el caso a/ap > 1 aplicable a la

región TN por ejemplo, ver Vinson and Chiang (2018) quienes llaman esta dinámica como
Kozai inverso. En Ito and Ohtsuka (2019) se puede ver la deducción de Rsec tanto para
el caso interno como externo. Una aproximación diferente se encuentra en Gallardo et al.
(2012) donde la expresión anaĺıtica de obtiene suponiendo planetas perturbadores cuya masa
se distribuye en anillos circulares, estos anillos tienen momentos de inercia que se suman y
se agregan al potencial del cuerpo central. Esta técnica también suele usarse para considerar
la perturbación generada por un satélite planetario como si fuera generada por un efecto de
achatamiento artificial del planeta central y es la usada en Batygin and Brown (2016) para
considerar la perturbación de los planetas gigantes en TNOs muy alejados. La Rsec generada
por un planeta interior en órbita circular es según Gallardo et al. (2012)

Rsec =
k2mpa

2
p

8a3 (1 − e2)3/2 (2 − 3 sin2 i+X/2) (111)

con

X =
9a2

p ((2 + 3e2) (9 + 20 cos 2i+ 35 cos 4i) + 40e2(5 + 7 cos 2i) cos 2ω sin2 i)
512a2 (1 − e2)2 (112)

en donde ademas la masa central se incrementa en mp y el procedimiento consiste en considerar
que los planetas perturbadores son anillos de materia con los momento de inercia correspon-
dientes a anillos que se suman al potencial central del Sol, luego se usa una formula tipo
MacCullagh pero de un orden mayor (Brouwer and Clemence, 1961). Notar el parecido con la
Rsec generada por achatamiento. Ademas tiene cierto parecido con 97 pero es valida para (e, i)
arbitrarios.

En todos estos casos es posible considerar mas de un planeta perturbador en órbita circular,
cada planeta aporta una Rsec que se suma a las demás. Los desarrollos anaĺıticos son aprox-
imados y si bien son validos para cualquier (e, i) hay limitaciones en cuanto al semieje de la
part́ıcula, que no puede acercarse a los perturbadores. Mas adelante veremos que los métodos
semianaliticos son muy convenientes pues no tienen limitaciones en los semiejes. Finalmente,
es interesante notar que la Rsec dependiendo de si el planeta perturbador es interno o externo
tiene efectos bien diferentes.

Véase que tanto en ZLK interno como externo los potenciales de cuadrupolo dan dinámicas
sencillas mientras que los de mayor orden dan dinámicas mas complejas. O sea, perturbadores
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alejados generan dinámicas sencillas pero si son próximos habrá que usar mayores ordenes
generando dinámicas mas complejas. Tanto en el externo como el interno los términos en α
(cociente de semiejes) impares son nulos en la Rsec cuando el perturbador esta en órbita circular
y en este sentido la Rsec es muy parecida a la producida por el achatamiento de un planeta
con simetŕıa norte/sur. Sin embargo, notar que mientras en el caso interno (asteroidal) el
modelo hasta α2 contiene ω, en el caso externo (transneptuniano) se requiere un desarrollo
hasta α4 para que aparezca ω en Rsec. Finalmente notar que el mecanismo ZLK es altamente
dependiente de la evolución de ω y este puede ser afectado por efectos relativistas, en efecto en
algunos casos estos efectos modifican sustancialmente el mecanismo ZLK (Tremaine, 2023, cap
5).

Ejercicio. Probar que la función perturbadora secular Rsec de un planeta de masa mp,
semieje ap y e = i = 0 sobre una part́ıcula de a >> ap y demás elementos arbitrarios se
puede aproximar a

Rsec ≃
k2mpa

2
p

8a3 (1 − e2)3/2 (2 − 3 sin2 i)

donde ademas la masa central pasa a ser M⊙ + mp. Nota: una forma de probarlo es
suponer que el planeta es sustituido por un anillo circular de masa mp y radio ap y
usando la formula de MacCullagh y los momentos de inercia del anillo. Compare esta
expresión con la deducida para el achatamiento (81). También aqúı podemos definir una
inclinación critica.

Ejercicio. Usando el resultado anterior probar que el efecto perturbador de un planeta en
con e = i = 0 sobre una part́ıcula lejana se puede modelar sustituyendo el achatamiento
del Sol (dado por J2) por un achatamiento

J ′
2 = J2 + 1

2
mpa

2
p

M⊙R2
⊙

(113)

Ejercicio. Para una Rsec dada por ec. (111) generada por Neptuno con X = 0 indague
la posibilidad de que para alguna inclinación se cumpla dϖ/dt = 0.

4.9.3 ZLK excéntrico
También hay aproximaciones anaĺıticas de tipo X-polo (para casos jerárquicos) para el caso

en que el planeta perturbador sea excéntrico (ZLK excéntrico, ver Naoz (2016)). En este
caso la dinámica generada es bien compleja porque ahora el efecto secular del planeta no es
comparable al de un anillo circular. El nodo del asteroide aparecerá como variable en la Rsec

y el momento conjugado H ya no sera constante lo cual hace que la correlación (e, i) esté
distorsionada y, lo mas importante, que pueden existir los flipeos, es decir, pasaje de directos a
retrógrados y viceversa lo cual estaba prohibido en el ZLK circular.

4.10 Teoŕıa secular general para part́ıcula perturbada por un planeta excéntrico
En términos de las variables canónicas de Poincaré (λ, γ, z,Λ,Γ, Z) = (λ,−ϖ,−Ω, L, L −

G,G−H) el Hamiltoniano 40 de un asteroide evolucionando bajo la perturbación de un único
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planeta excéntrico queda
H = − µ2

2Λ2 −R(Λ,Γ, Z, λ, γ, z, λp) (114)

donde λp es la longitud media del planeta en su órbita fija. Asumiendo que no hay con-
mensurabilidad de movimiento medio entre el asteroide y el planeta y excluyendo situaciones
de encuentros cercanos, podemos realizar un método de promediado eliminando las variables
rápidas λ, λp y obtenemos el nuevo Hamiltoniano

H = − µ2

2Λ2 −Rs(Λ,Γ, Z, γ, z) (115)

donde Rs es la función perturbadora secular obtenida por un doble promediado numérico en λ
y λp. Para simplificar, usamos la misma nomenclatura para las nuevas variables, pero después
del promediado, las nuevas variables son variables medias en el sentido de que ahora no tienen
variaciones de peŕıodo corto y estrictamente no son las mismas mostradas en la Ec. 114. Como
H ahora no depende de λ, tenemos que Λ es constante, lo que significa que a es constante.
Entonces, las ecuaciones canónicas para el movimiento secular del asteroide se convierten en:

dΓ
dt

= ∂Rs

∂γ
,

dγ

dt
= −∂Rs

∂Γ (116)

dZ

dt
= ∂Rs

∂z
,

dz

dt
= −∂Rs

∂Z
(117)

Este es un sistema con 2 grados de libertad, que si admite una solución regular, debe contener
2 frecuencias propias: g asociada a (e,ϖ) y f asociada a (i,Ω). Estas frecuencias y algunas
de sus combinaciones aparecerán en la evolución temporal de los elementos orbitales de la
part́ıcula (e, i,ϖ,Ω). Como en el caso mas general no contamos con una formulación anaĺıtica
para Rs, Gallardo and Cabral (2025) hicieron un estudio determinando numéricamente esas
frecuencias propias de un asteroide perturbado por un Jupiter de ep = 0.4 y encontraron que
las 2 disminuyen para inclinaciones crecientes (ver figura 16) hasta que para cierta inclinación se
obtiene g ∼ 0 que coincide con evolución caótica. Para inclinaciones mayores ambas frecuencias
coinciden por lo que tenemos variaciones acopladas de excentricidad e inclinación que es la
caracteŕıstica del mecanismo de ZLK.

4.11 Teoŕıa secular general para 2 planetas
Este problema general es mas complejo que el asteroidal pues las incógnitas son el doble que

antes. en vez de plantear el Hamiltoniano y la función perturbadora para el asteroide debemos
hacerlo para el sistema. Como vimos en la secciones 3.7 y 3.7.1 el Hamiltoniano es la suma de
parte central kepleriana dependiente de los semiejes mas las perturbaciones. Como se trata de
teoŕıa secular los semiejes son constantes por lo que los términos keplerianos pueden ignorarse
en las ecuaciones y solo interviene la Rsec.

4.11.1 Caso plano
Si tenemos una estrella y 2 planetas coplanares, para estudiar la evolución secular consider-

amos el Hamiltoniano secular que dependerá de los semiejes de los planetas que serán constantes
y de la Rsec que en consecuencia también sera constante. Pero vimos en la sección 3.7 que es
necesario pasar a las variables de Poincare o de Jacobi para que sean canónicas.

En las variables canónicas el Hamiltoniano para el caso plano se expresa como H(G1, G2, ϖ1, ϖ2)
y es fácil ver que en realidad depende de los perihelios solo a través de ∆ϖ. Es fácil verlo pues

46



T. Gallardo Dinámica Secular y Resonante

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
i(◦)

0

1

2

3

4

5

ν

×10−5

Figure 16: Frecuencias propias asociadas con (k, h) en rojo y (q, p) en azul para diferentes inclinaciones iniciales
de la part́ıcula con a = 2 ua y e = 0.4 iniciales perturbada por un planeta tipo Jupiter con ap = 5.2 ua y
ep = 0.4. El fondo gris indica cambios importantes en el semieje mayor que están relacionados con la evolución
inestable no secular. Fuente Gallardo and Cabral (2025).

la f́ısica del problema no debeŕıa depender de las direcciones espaciales absolutas sino de las
relativas. Lo podemos demostrar haciendo una transformación canónica a las nuevas variables
((G1 −G2)/2, (G1 +G2)/2, (ϖ1 −ϖ2), (ϖ1 +ϖ2)) y resulta que en el nuevo Hamiltoniano solo
aparece ∆ϖ y no la suma por lo que (G1 + G2) = cte (que es igual al momento angular total
del sistema) y esto significa que puedo poner e2 en función de e1 por ejemplo y terminamos
obteniendo H(e1,∆ϖ), ver también Beaugé et al. (2012, cap 4 y 5). Esto es un Hamiltoniano
de un grado de libertad, con una sola frecuencia fundamental, por lo que siempre es integrable,
no existe caos en la teoŕıa secular y su estudio es muy sencillo. Con curvas de nivel podemos
estudiar los movimientos posibles, con puntos de equilibrio, separatrices, etc, ver figura 17. El
Hamiltoniano (o Rsec) se puede calcular numéricamente para no tener las limitaciones de los
desarrollos como veremos en el próximo caṕıtulo y aśı fue como lo hicieron por primera vez
Michtchenko and Malhotra (2004) en un trabajo fundamental de la dinámica secular plane-
taria. El hecho de que (G1 + G2) = cte implica que L1

√
(1 − e2

1) + L2

√
(1 − e2

2) = cte y por
lo tanto cuando un planeta aumenta su excentricidad el otro la disminuye. Esto lo pod́ıamos
haber deducido simplemente considerando que el momento angular del sistema debe conser-
varse. En Lee and Peale (2003) se muestra muy bien como resolver el problema para el caso
plano anaĺıticamente.

4.11.2 Caso tridimensional
Si bien los modelos de cuadrupolo y octupolo son de fácil manejo, a veces un desarrollo

clásico de alto orden (8 o mas) brinda resultados mas precisos, ver por ejemplo Rodŕıguez and
Gallardo (2005); Libert and Henrard (2008). La complejidad del desarrollo anaĺıtico de Rsec
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en el caso espacial válida para (e, i) arbitrarias llevó a Michtchenko et al. (2006b) a desarrollar
una teoŕıa 3D basada en el calculo numérico de Rsec. Los detalles de este calculo los veremos en
el capitulo siguiente pero aqúı podemos ver el sistema de variables y ecuaciones involucradas.
Usando las variables de Delaunay

(M,ω,Ω, L = β
√
µa,G = L

√
1 − e2, H = G cos i) (118)

el Hamiltoniano en el sistema de Poincare (democratico heliocentrico) es

H = −µ2
1β

3
1

2L2
1

− µ2
2β

3
2

2L2
2

−R(Li, Gi, Hi,Mi, ωi,Ωi) (119)

siendo R la función perturbadora total, µi = k2(m0+mi), βi = m0mi/(m0+mi) y k la constante
de Gauss. Eliminando las variables rapidas Mi obtenemos el Hamiltoniano secular

Hs = −µ2
1β

3
1

2L2
1

− µ2
2β

3
2

2L2
2

−Rs(Li, Gi, Hi, ωi,Ωi) (120)

donde Rs es la funcion pertubadora secular (notar que es proporcional a m1m2). Como Hs

no depende de las Mi tendremos que las nuevas Li son constantes, como los semiejes, asi que
la parte relevantes de Hs es solamente Rs. Hagamos la siguiente transformación canónica
(ωi, Gi,Ωi, Hi) −→ (ωi, Gi,Ω1, (H1 + H2), (Ω2 − Ω1), H2). Resulta que Rs debe ser indepen-
diente de Ω1 pues si cambio el origen desde donde se mide las ecuaciones no pueden cambiar
(invariancia acimutal). Asi que su momento conjugado (H1 +H2) es constante y por definición
igual a la componente z del momento angular total del sistema (ignorando rotación estelar).
Las ecuaciones quedan

dG1

dt
= ∂Rs

∂ω1
,

dω1

dt
= −∂Rs

∂G1
(121)

dG2

dt
= ∂Rs

∂ω2
,

dω2

dt
= −∂Rs

∂G2
(122)

dJ

dt
= 0, dΩ1

dt
= −∂Rs

∂J
(123)

dH2

dt
= ∂Rs

∂θ
,

dθ

dt
= −∂Rs

∂H2
(124)

donde hemos definido J = (H1 + H2) y θ = (Ω2 − Ω1) = ∆Ω. Como Ω1 no esta presente
la tercer ecuacion puede ignorarse. Nótese que el momento angular total del sistema debe ser
constante y si tomamos su dirección como eje z de nuestro sistema de referencia (lo que equivale
a tomar el plano invariable de Laplace como plano de referencia, ver 4.12) entonces el vector de
momento angular para cada planeta debe estar opuesto con respecto al eje z y esto resulta en
∆Ω = 180◦ siempre, por lo que los nodos ascendentes siempre estarán opuestos y evolucionarán
con la misma evolución temporal. Como los nodos siempre están opuestos, solo uno de ellos es
relevante para la dinámica. Con dθ/dt = 0 la última ecuación también se vuelve irrelevante,
pero el hecho de que Rs sea independiente de H2 no implica que H2 sea constante. Entonces,
el sistema resultante puede reducirse a dos grados de libertad (Michtchenko et al., 2006b),
pero si analizamos la evolución temporal de los elementos orbitales referidos a un sistema
inercial encontraremos no dos sino tres frecuencias fundamentales, suponiendo un movimiento
regular. Estas tres frecuencias fundamentales son g1 y g2, ambas asociadas a las longitudes de los
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Figure 17: Curvas de nivel del Hamiltoniano secular t́ıpicas para un sistema de dos planetas excéntricos
coplanares. Existen modos de oscilación mutua de los perihelios en 0 y 180 y modos de circulación. Refer-
encia: Beaugé et al. (2012).

perihelios y excentricidades, y otra, f , asociada a la ĺınea común de nodos e inclinaciones. Estas
frecuencias y algunas de sus combinaciones aparecerán en la evolución temporal de los elementos
orbitales de cada planeta. Una deducción anaĺıtica de estas frecuencias puede encontrarse en
Libert (2007) siempre que se disponga de una expresión anaĺıtica para el Hamiltoniano.

Gallardo and Suescun (2025) hicieron un estudio determinando numéricamente esas frecuen-
cias fundamentales y encontraron que las 3 disminuyen para inclinaciones relativas crecientes
hasta que para cierta inclinación critica ocurre una resonancia secular g1 = g2 y para una incli-
nación algo mayor ocurre el mecanismo de ZLK cuando ocurre g2 = f . El cuadro de la figura
18 resume los resultados.

La tabla 1 presenta un resumen de la metodoloǵıa a aplicar según el caso. En el próximo
capitulo veremos cómo es el cálculo de la Rs numérica.

bajas y medias (e, i) arbitrarias (e, i)
α ≪ 1 clásico, bajo orden en α X-polo, ZLK

para todo α clásico, coef. de Laplace Rs numérica

Table 1: Modelos aplicables para estrella mas 2 planetas m1, m2 con α = a1/a2. El cálculo de R secular
numérica puede hacerse en cualquier caso.

4.12 Plano invariable y AMD
En un sistema planetario tomando como origen el baricentro del sistema el momento angular

total del sistema es
L =

N∑
j=0

mjrj × ṙj (125)
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Figure 18: Comportamiento de las frecuencias fundamentales según la inclinación mutua en un sistema de dos
planetas gigantes. Referencia: Gallardo and Suescun (2025).
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incluyendo al Sol en su movimiento en torno al baricentro. Pero en un sistema centrado en
la estrella esta formula no es valida. El plano perpendicular a L es el plano invariable de
Laplace. En el caso del sistema solar al cambiar de plano de referencia de Ecliptica a plano
invariable tenemos

(a, e, i, ω,Ω,M) −→ (a, e, I, w,N,M) (126)
Si (ip,Ωp) son los elementos del plano invariable respecto a la ecliptica se forma un triangulo
esférico de elementos en sentido antihorario (N, ip,Ω − Ωp, π − i, ω − w, I). Las incógnitas
(I,N,w) se obtienen de las formulas

cos I = cos ip cos i+ sin ip sin i cos(Ω − Ωp) (127)
sinN
sin i = sin(Ω − Ωp)

sin I = sin(ω − w)
sin ip

(128)

cos i = cos ip cos I − sin ip sin I cosN (129)
cos(ω − w) = cosN cos(Ω − Ωp) + sinN sin(Ω − Ωp) cos ip (130)

Para el sistema solar el plano invariable respecto al plano de la ecĺıptica queda definido por:
(ip,Ωp) = (1◦.58, 107◦).

Todos los planetas y part́ıculas con evolución cuasi-regular describen en el plano (k =
e cosϖ, h = e sinϖ) trayectorias centradas en (0, 0) que son la suma de parte forzada y parte
libre. Pero si no se usa el plano invariable como plano de referencia, las trayectorias en el plano
(q = i cos Ω, p = i sin Ω) estarán centradas en (qpi, ppi). Para estudios dinámicos es conveniente
usar el plano de Laplace como referencia en vez de la Ecliptica. Y los elementos referidos al
plano invariable son los que habŕıa que usar en el calculo de ángulos cŕıticos en el caso de
resonancias. Las evoluciones seculares hacen que los planos precesen en torno del vector L
manteniendo su inclinación con variaciones mı́nimas respecto al plano invariable. Si se toma
un plano arbitrario como referencia se observaran variaciones en (i,Ω) que no tienen sentido
f́ısico. Los 4 planetas gigantes por ejemplo muestran una oscilación de sus nodos respecto a la
ecliptica y sin embargo en el espacio sus orbitas no oscilan sino que precesan, ver figura 19.

Si bien la expresión (125) es estrictamente valida cuando se toma el baricentro como origen,
cuando se consideran los elementos heliocéntricos medios de los planetas a partir de una teoŕıa
secular es posible escribir el momento angular L = (Lx, Ly, Lz) como la sumatoria de los
momentos del problema de 2 cuerpos planeta-Sol:

Lx =
N∑

j=1

mjM⋆

mj +M⋆

√
k2(M⋆ +mj)aj(1 − e2

j) sin ij sin Ωj (131)

Ly = −
N∑

j=1

mjM⋆

mj +M⋆

√
k2(M⋆ +mj)aj(1 − e2

j) sin ij cos Ωj (132)

Lz =
N∑

j=1

mjM⋆

mj +M⋆

√
k2(M⋆ +mj)aj(1 − e2

j) cos ij (133)

donde cada planeta contribuye en cada componente y el Sol no se incluye por ser ahora el
origen. El Déficit de Momento Angular (AMD) se define como (Laskar, 1997) :

AMD =
N∑

j=1

mjM⋆

mj +M⋆

√
k2(M⋆ +mj)aj

[
1 −

√
(1 − e2

j) cos ij

]
(134)
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Figure 19: Evolución de los versores momento angular o inclinaciones y nodos de los 4 planetas gigantes en el
sistema ecĺıptico. Por haber adoptado un plano diferente al plano invariable los nodos no circulan, sino que
todos oscilan entre 45 y 150 grados aproximadamente. Fuente: Gallardo (2017).
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Figure 20: Excentricidad orbital media en sistemas planetarios en función del numero de planetas (multiplicidad
M). Fuente: Turrini et al. (2020).

indica el apartamiento del sistema planetario de un sistema coplanar y de órbitas circulares y
debeŕıa ser constante a pesar de las variaciones seculares que puedan ocurrir en los elementos
orbitales de los planetas. Es importante tener presente que para el calculo del AMD las incli-
naciones ij se refieren a inclinaciones respecto al plano invariante del sistema (perpendicular al
vector L). El AMD es un indicador de estabilidad para los sistemas planetarios pues si es cero
las órbitas no pueden variar en nada pero si es grande alguna puede variar mucho y desestabi-
lizar todo el sistema (Turrini et al., 2020). Esto se refleja en que sistemas con pocos planetas
pueden tener órbitas excéntricas pero cuando hay muchos las excentricidades deben ser bajas,
ver figura 20. En Tamayo et al. (2020) se presenta una discusión de diferentes indicadores de
estabilidad para sistemas planetarios compactos.

4.13 Dinámica de satélites
Existe un libro reciente sobre este tema que merece ser revisado: Emelyanov (2020).

4.13.1 Radio critico y plano de Laplace
Un satélite natural t́ıpico tiene una dinámica dominada por el achatamiento planetario

(dominado por J2 y tal vez J4) y la perturbación del Sol dada por la ec. (15). En estos casos,
considerando un sistema planetocentrico, la relación asat/a⊙ es tan pequeña que perfectamente
se puede utilizar el modelo de cuadrupolo (el ZLK mas elemental) para el efecto solar. El de-
sarrollo del modelo puede verse en Nesvorný et al. (2003); Lemos, Pablo (2018). Ambos efectos
(achatamiento y Sol) contribuyen a la precesion de su nodo (dΩ/dt < 0). Pero geometricamente
podŕıamos ver dos movimientos oscilatorios de su momento angular orbital superpuestos y en
torno de 2 direcciones diferentes: la dirección del eje de rotación (o eje principal) del planeta
y la dirección perpendicular al plano orbital del planeta (el plano del Sol). La composición
de estos dos movimientos se realiza en torno a una dirección cuyo plano perpendicular es el
plano de Laplace para el satélite. Este plano coincide con el ecuador planetario cuando el
satélite es dominado por el achatamiento y coincide con el plano del Sol cuando es dominado

53



T. Gallardo Dinámica Secular y Resonante

Figure 21: Satélites irregulares de los planetas gigantes en función de inclinación orbital respecto a la ecliptica
y la variación de distancia al planeta. Las lineas indican variación de distancia al planeta y están en unidades
de radios de Hill. Fuente: Lemos, Pablo (2018).

por la perturbación solar. La distancia limite al planeta que separa ambos efectos se conoce
como radio critico de Laplace y es posible encontrar una expresión valida asumiendo que la
excentricidad del satélite es despreciable:

r5
L ≃ J2R

2
pa

3
pmp/M⊙ (e ∼ 0) (135)

Un estudio profundo de este tema se encuentra en Tremaine et al. (2009) y en Tremaine (2023,
cap 5). Siempre rL es menor que el radio de Hill de lo contrario el satélite escapaŕıa. A
veces se usa rL como limite entre los satélites regulares (mas internos y dominados por
el achatamiento) y los irregulares (mas externos y sometidos a la perturbación solar). Los
irregulares (ver figura 21) tienen órbitas excéntricas e inclinadas debido a la perturbación del
Sol y a su origen por captura. La ausencia de irregulares en órbitas polares justamente se
atribuye al efecto ZLK debido al Sol.

4.13.2 Resonancia de eveccion
Un caso interesante de evolución satelital secular es la resonancia de eveccion, cuando

el periodo orbital del planeta es conmensurable con el periodo de circulación del perihelio del
satélite (Frouard et al., 2010), es decir la perturbación solar es conmensurable con la evolución
secular orbital del satélite. Esto genera una resonancia similar a las resonancias seculares con
grandes variaciones orbitales. Presumiblemente podŕıa haber también conmensurabilidades
con el periodo de circulación del nodo. En la figura 21 se muestran los satélites irregulares de
los planetas gigantes donde se aprecia la falta de satélites con órbitas polares y el exceso de
retrógrados. Lo primero se atribuye a un efecto ZLK debido al Sol que aumenta sus excentri-
cidades provocando colisiones o eyeccion por alcanzar limites de la esfera de Hill y lo segundo
a una perturbación sistemática de la resonancia de eveccion que afecta a fundamentalmente a
los directos (Nesvorný et al., 2003).

Ejercicio. A partir de Rsec debida al Sol y Rsec debida al achatamiento calcular dΩ/dt
debido a ambos efectos, igualarlos y demostrar (135).
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Ejercicio. Estudiar en el caso de la Luna si se encuentra dentro o fuera del radio critico
de Laplace.

Ejercicio. Considerando Rsec debida al Sol y despreciando achatamiento planetario
calcular el semieje que debeŕıa tener un satélite de Saturno para entrar en resonancia
de eveccion con su perihelio o con su nodo. Asumir que el satélite tiene e = 0.1 y la
inclinación respecto al plano del Sol es i = 10.

Clases en video:

• Clase 09: https://youtu.be/swjBbYGVkjQ

• Clase 10: https://youtu.be/tIpJnm6_8BY

• Clase 11: https://youtu.be/aSlr3pKXOpA

• Clase 12: https://youtu.be/4lo2CFc9PSg

• Clase 13: https://youtu.be/9J3FiAGU_JI

• Clase 14: https://youtu.be/NoJ3o4rAOy8
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5 Teoŕıa secular semianalitica

5.1 Algoritmo de calculo numérico de Rsec y sus derivadas
Hemos visto que las Rsec obtenidas anaĺıticamente tienen limitaciones a veces en (e, i) o a

veces en la relación de semiejes del perturbador y perturbado que no debe ser próxima a 1.
Siempre es posible calcular numéricamente Rsec con la doble integral (83) (o simple integral en
el caso de achatamiento ec. 17). Se trata de tomar una grilla en (λ, λp), evaluar R instantánea y
sumar todo y dividir por el numero de evaluaciones. Por cada integral doble lo que calculamos
es un valor de Rsec para los valores dados de los elementos orbitales. Notar que en el caso
de evaluar la integral doble (83) por interacción de dos cuerpos en órbitas arbitrarias la parte
indirecta (el segundo termino en ec. 14) se anula por lo que no es necesario computarlo cuando
se calculan perturbaciones seculares (no aśı en caso de resonancias de movimientos medios).
Dividiendo la integral en N partes el computo numerico considerando todas las posiciones
relativas asteroide-planeta seria

Rsec = 1
2π

1
2π

∫ 2π

0

∫ 2π

0
RdMdMp = 1

4π2

N∑
1

N∑
1
Ri

2π
N

2π
N

= 1
N2

N∑
1

N∑
1
Ri (136)

Esa Rsec(a, e, i, ω,Ω) representa el valor medio de la R y es equivalente a suponer que el
perturbador y el perturbado no son objetos puntuales sino elipses materiales, mas densas en el
afelio y menos densas en perihelio. El calculo anaĺıtico del efecto de estos anillos se remonta a
Gauss, ver Murray and Dermott (1999, cap 7.6) o la monumental obra de Hagihara (1972, 8.19)
y pueden encontrarse varios trabajos actuales tratando este tema (Touma et al., 2009). Como
la evolución es secular tenemos que el sistema evoluciona en una superficie Rsec = cte. Si el
sistema tiene pocos grados de libertad podremos hacer curvas de nivel y estudiar la topologia
de las trayectorias en el espacio de fase encontrando separatrices y puntos de equilibrio, pero si
tiene mas de dos grados de libertad el estudio se vuelve mas complejo. Notar que por la forma
de calcular Rsec se pierde la informacion del sentido en el que se desplazan los cuerpos en sus
orbitas por lo cual se obtiene Rsec(i,Ω) = Rsec(180 − i,Ω + 180).

En la figura 22 se muestra la Rsec generada por cada planeta del Sistema Solar calculada
numéricamente para una part́ıcula de elementos definidos y variando a. Ver por ejemplo que
para un cuerpo como la Tierra la perturbaciones seculares ordenadas son las de Júpiter, Saturno,
Venus, Urano, Neptuno, Marte y finalmente Mercurio comparable a la de Marte. Para un
asteroide las de Marte y Mercurio son despreciables. Para un transneptuniano las de Júpiter
y Saturno son mas importantes que las de Urano y Neptuno que a su vez son muy similares.
Y en este caso las de Venus y Tierra si bien son un orden de magnitud menor podŕıan tener
algún efecto. Y ver como la función cambia de comportamiento entre una posición interna al
perturbador y externa. Esto es debido a que cuando el perturbado es interno la variacion de la
distancia con el perturbador no es tan pronunciada, en cambio cuando es externo hay grandes
variaciones en la distancia y por lo tanto en su atracción mutua.

Sin embargo el valor de Rsec no define la evolución de los elementos orbitales sino que quien
determina la evolución son las derivadas parciales de Rsec. Variando cada uno de los elementos
orbitales puedo calcular numéricamente las derivadas parciales de Rsec como

∂R

∂e
= R(e+ ∆e) −R(e)

∆e (137)
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Figure 22: Rsec(a, e = 0.1, i = 20, ϖ = 0, Ω = 0) numérica generada por cada uno de los 8 planetas en función
de a. Júpiter es quien mas aporta a Rsec a lo largo de todo el sistema, sigue Saturno. Urano mas que Neptuno
excepto en la región TN. Mercurio y Marte son los menos relevantes. Para otro juego de elementos orbitales las
Rsec serán diferentes, sin embargo se cumple Rsec(i, Ω) = Rsec(180 − i, Ω + 180).

y de esa forma obtener las derivadas de los elementos orbitales dadas por las ecuaciones plan-
etarias seculares. En la figura 23 se muestran las ∂Rsec/∂e correspondientes a la misma figura,
también calculadas numéricamente. Vemos que la contribución de Venus o la Tierra es mas
importante que la de Júpiter para a < 1 a pesar de que Júpiter contribuye con una Rsec varios
ordenes mas grande. No interesa entonces el valor absoluto de Rsec sino sus derivadas. Ver
también como en las proximidades del planeta perturbador las derivadas son negativas. En la
región de los asteroides los principales perturbadores son Júpiter y Saturno.

Notar que en un paso mas podemos obtener la evolución orbital. Para esto, una vez cal-
culadas las derivadas parciales en cierto instante calculamos las derivadas de los elementos
mediante las ecuaciones de Lagrange y luego calculamos por ejemplo

∆e = de

dt
∆t (138)

donde el paso ∆t puede ser del orden de varias decenas o hasta centenas de revoluciones
orbitales. Con los nuevos elementos orbitales recalculo Rsec que se actualiza en cada paso que
se avanza en la evolución orbital.

Hicimos un codigo Rsecderiv.f que calcula las derivadas de los elementos orbitales pertur-
bados por un sistema de planetas y con este código podemos ver como estas derivadas dependen
de los elementos orbitales. Por ejemplo podemos ver como son las variaciones en (e, i,Ω, ϖ) en
función de la inclinación y de la excentricidad sin preocuparnos por limitaciones en desarrollos
anaĺıticos de Rsec. En la figura 24 mostramos el efecto en dϖ/dt que cada planeta ejerce sobre
una part́ıcula para diferentes semiejes. Vemos que para un asteroide el efecto de Marte solo
es superior al de Mercurio; Venus y Tierra tienen un efecto mas importante. Para un TNO el
efecto de Neptuno es el mas importante y le siguen los otros 3 gigantes con efectos parecidos,
y de esta gráfica surge que a nadie se le puede ocurrir incluir el efecto de los terrestres en
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Figure 23: ∂Rsec/∂e numérica generada por cada uno de los 8 planetas en función de a para el caso de la figura
anterior. Es claro que aqúı ya Júpiter no domina en todo el sistema. Exótico comportamiento con cambios
abruptos de signo en las proximidades de los planetas.

la dinámica de los TNOs. Entonces, una cosa es Rsec, otra sus derivadas parciales y otra la
derivada de los elementos orbitales que es en definitiva lo que interesa.

A efectos de ver diferencias entre directos y retrógrados ponemos los resultados en la figura
25 que muestra las derivadas de los 4 elementos orbitales para una part́ıcula de a = 3 ua y
e = 0.1 para todo el rango de inclinaciones y en la figura 26 ponemos el resultado de una
integración numérica de las ecuaciones exactas para el caso particular de part́ıcula con i = 160.
El acuerdo es muy bueno entre el resultado semianalitico y la integración numérica. Esto nos
dice que la Rsec numérica puede ser valida para estudiar evoluciones seculares para cualquier
conjunto de elementos orbitales. Pero no puede haber intersección de órbitas ni encuentros
próximos ni nada que genere una perturbación instantánea muy grande. Veremos esto mas
adelante en 5.6.

Lo que describimos es un método semianalitico pues utiliza la teoŕıa de las ecuaciones plan-
etarias de Lagrange pero con la función perturbadora calculada numéricamente. La ventaja
de este método es que no se necesitan expansiones en serie para R y por lo tanto calculamos
los valores exactos de Rsec sin limitaciones en (a, e, i). Podŕıamos integrar directamente las
ecuaciones de movimiento exactas (de Newton) con un integrador y obtener la evolución exacta
pero no podŕıamos saber si esa evolución es secular o debida a términos no seculares. Al inte-
grar las ecuaciones exactas obtendremos pequeñas oscilaciones extras debido a que no estamos
obteniendo la evolución de los elementos medios sino los instantáneos. Es muy útil cuando lo
que se busca es obtener tasas de variación de los elementos orbitales pues en una integración
numérica exacta esas variaciones están enmascaradas por oscilaciones de corto periodo.

Las soluciones obtenidas usando Rsec numérica coinciden con las obtenidas por los métodos
anaĺıticos de la teoria de perturbaciones hasta primer orden en las masas de los perturbadores.
No son exactamente iguales pues en el método numérico del calculo instantáneo de Rsec dada por
la ec. (136) se asume que las órbitas permanecen fijas, sin perturbarse mutuamente, mientras
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Figure 24: dϖ/dt a partir de la Rsec numérica generada por cada uno de los 8 planetas en función de a para el
caso de la figura anterior.

Figure 25: Las derivadas de los elementos orbitales (en unidades de siglos−1) calculadas con las ecuaciones de
Lagrange usando Rsec numérica en función de la inclinación para una part́ıcula de a = 3.0, e = 0.1, Ω = ϖ = 60.
Consideramos como perturbadores a los 4 gigantes en sus órbitas reales respecto a la ecliptica.
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Figure 26: Las evolución de los elementos orbitales osculantes calculados con el integrador EVORB para el
mismo objeto que en la figura 25 pero con i = 160.

que en la teoŕıa de perturbaciones de mayor orden esas perturbaciones pueden ser consideradas.
Por eso se suele decir que las Rsec numéricas son exactas a primer orden en las masas, ver 4.2.

5.2 Aplicación: la receta de sumar las masas al Sol
Con el algoritmo de calculo numérico de la variaciones en los elementos orbitales presentamos

en la figura 27 el efecto en (Ω, ϖ,Mr) de la Rsec generada por Júpiter en una part́ıcula con e ∼
i ∼ 0 para diferentes a. Recordar que Mr es la anomaĺıa media en la época de referencia, si no es
un valor fijo significa que la anomaĺıa media osculante ademas de ser definida por el movimiento
medio n tendrá una componente debido a la variación de Mr ya que M = Mr + nt, donde t
se mide desde la época de referencia. Se grafican las variaciones en relación al movimiento
medio de la part́ıcula. Ver que siempre tenemos dϖ/dt > 0 mientras que dΩ/dt < 0, los
perihelios avanzan y los nodos precesan al menos para este tipo de órbitas. Pero es interesante
notar 2 cosas. Primero, que para las part́ıculas interiores dMr/dt < 0 mientras que para
las exteriores dMr/dt > 0. O sea, las part́ıculas interiores presentan un movimiento medio
efectivo (n′ = n + dMr/dt) menor al osculante (son mas lentas) y las exteriores presentan un
movimiento mas rápido como si fueran atráıdas por una masa central levemente superior a
la solar. Y segundo: a medida que el objeto ocupa órbitas cada vez mas lejanas el efecto de
Júpiter no tiende a cero sino que hace incrementar el movimiento medio en 2 milesimas y esto
es como incrementar 4 veces su masa m al Sol pues si la masa central se incrementara en 0.001
(1 masa de Júpiter) entonces el movimiento medio observado seria

√
(1 + 0.001) veces mayor,

o sea aproximadamente 1.0005. Como podemos explicar esta paradoja? En realidad esta bien
suponer que la masa central se incrementa en 1 masa de Júpiter pero hay que considerar que
esto también implica que µ = k2 pasa a ser µ′ = k2(1 +m). Y una variación ∆µ = k2m genera
un ∆a
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Figure 27: Las perturbaciones seculares generadas por Júpiter en una part́ıcula en órbita cuasi circular de
semieje a y cuasi coplanar en los elementos (Ω, ϖ, M) a partir de la Rsec numérica. Se puede ver que el efecto
de Júpiter siempre para todo a es disminuir el nodo y aumentar el perihelio. En cambio para órbitas internas
el movimiento medio observado es menor al osculante mientras que para órbitas externas es mayor.

∆a
a

= −v2 a

µ

∆µ
µ

(139)

lo cual se demuestra a partir de diferenciar v2/µ+1/a = 2/r. Notar que ∆a < 0. Si sustituimos
v2 por su valor medio en un periodo orbital v2 = µ/a entonces

∆a
a

≃ −∆µ
µ

≃ −m (140)

Entonces el semieje cambia a a′ = a + ∆a ≃ a(1 − m) y en consecuencia la relación entre el
nuevo y el viejo movimiento medio es

n′

n
=

√√√√(1 +m)
(a′/a)3 =

√√√√ (1 +m)
(1 −m)3 ≃

√
1 + 4m ≃ 1 + 2m (141)

que es lo que se puede apreciar en la figura 27. Quiere decir que el efecto de un planeta de masa
m en el movimiento medio de objeto exterior a su órbita NO es equivalente a SOLO sumar su
masa al Sol, sino que ADEMAS hay que considerar que su semieje disminuye en un factor m.

Ejercicio. Considere el efecto de Júpiter de masa m en un objeto muy lejano de i ∼ e ∼
0. A partir de la ec. 97 probar que Rsec ≃ −k2m/a. Trabajando en variables canonicas
de Delaunay hallar H y probar que dϖ

dt
= 0 y dM

dt
= n(1 + 2m).
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Figure 28: Curvas de nivel de Rsec calculada numéricamente mostrando posibles trayectorias seculares de un
asteroide perturbado por un Júpiter coplanar y excéntrico (a = 5.2 ua, e = 0.4, ϖ = 0). Toda la región interior
a la separatriz no es realista pues conduce a colisión.

5.3 Evolución de part́ıcula con perturbadores en órbitas fijas
Primero supongamos que lo que genera la perturbación secular no varia con el tiempo

(órbitas planetarias fijas por ejemplo). Recordemos que al calcular numéricamente Rsec no hay
restricciones al tipo de órbita estudiada. Podemos estudiar centauros en órbitas retrogradas y
cometas sungrazers por citar casos extremos.

5.3.1 Evolución secular de asteroide coplanar con un planeta excéntrico
En el caso en que podamos suponer al asteroide en el mismo plano que el planeta el sistema

tiene apenas 1 grado de libertad y las curvas de nivel de Rsec(e,ϖ) se pueden representar
gráficamente a partir de una grilla de valores de (e,ϖ) del asteroide. Esto se puede implementar
en un código que contenga el algoritmo del calculo numérico de Rsec dado por 136. En la figura
28 presentamos las curvas de nivel que representan las evoluciones seculares posibles de un
asteroide de a = 3ua perturbado por un Júpiter de e = 0.4. Las curvas irregulares corresponden
a colisiones con Júpiter y constituyen una separatriz que divide la región de oscilaciones en
torno de ϖ = 0 protegida de colisiones con el planeta de otra región que inevitablemente lleva
a colisión con el planeta (y por lo tanto las curvas no son realistas). Las teoŕıas anaĺıticas que
vimos antes basadas en desarrollos en series son incapaces de generar estos resultados. Esta
metodoloǵıa fue utilizada por Hadden et al. (2017) para estudiar el pastoreo de los TNOs con
el planeta 9.

5.3.2 Evolución secular espacial de asteroide
Dado que las expresiones para d(e, i,Ω, ϖ)/dt obtenidos con las ecuaciones de Lagrange

son validas podemos utilizarlas para predecir la evolución secular de los objetos usando Rsec

numérica. Hicimos el código evosecular.f que calculaRsec y sus derivadas, calcula d(e, i,Ω, ϖ)/dt
y utiliza estos valores para predecir los nuevos elementos un cierto ∆t posterior (puede ser del
orden de algunos periodos orbitales de la part́ıcula y puede ser negativo, pero para obtener
resultados muy precisos se recomienda algo entre 1 y 2 periodos orbitales). Con los nuevos
elementos se calcula todo de nuevo y se predice una nueva posición en el espacio (e, i,Ω, ϖ). De
esta forma vemos como evolucionan los elementos orbitales siempre suponiendo que las órbitas
de los planetas perturbadores no cambian. En las figuras 29 y 30 ponemos un ejemplo de una
part́ıcula con inclinación inicial 160. El acuerdo es notable y las diferencias se deben a que
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Figure 29: Evolución secular de una part́ıcula obtenida integrando las ecuaciones de Lagrange con Rsec con
paso 100 yrs (!). Consideramos como perturbadores a los 4 gigantes en sus órbitas reales pero fijas.

en la integración con EVORB los planetas se perturban y cambian sus órbitas mientras que al
integrar las ecuaciones planetarias de Lagrange suponemos a los planetas en órbitas fijas.

Este método nos permite ver el efecto de cada planeta y como influye cada elemento or-
bital de cada planeta en las part́ıculas sin considerar los efectos debidos a las perturbaciones
mutuas (cambiantes) de los planetas entre si. En particular, como veremos mas adelante, el
procedimiento permite reproducir el mecanismo de Lidov-Kozai ya sea para un sistema pertur-
bador coplanar circular (hipótesis original de Lidov-Kozai) o para el caso real de perturbadores
excéntricos e inclinados. Podemos estudiar la evolución secular de cualquier objeto sin las os-
cilaciones de corto periodo ni las perturbaciones aleatorias que surgen en las integraciones de
las ecuaciones exactas de movimiento.

5.3.3 Determinación de elementos propios y forzados
Integrando como hicimos en la sección anterior y graficando (e cosϖ, e sinϖ) y (i cos Ω, i sin Ω)

obtenemos la figura 31 de donde podemos determinar los valores propios y forzados. El radio
de los ćırculos nos da ep y ip y las distancias entre los oŕıgenes de las coordenada y el cen-
tro de los ćırculos nos dan los valores forzados de e, i debido a los planetas. Estos modos
forzados permanecen fijos siempre que las órbitas planetarias no cambien y corresponden a la
foto del sistema correspondiente al instante en que se tomaron los elementos de los planetas
perturbadores. Mientras que los propios giran en torno del centro y giran con las frecuencias
propias en Ω y ϖ. De nuevo, al calcular Rsec numéricamente no hay restricción en e, i y como
los planetas están en órbitas fijas los modos forzados son vectores fijos, el único movimiento
es debido a las frecuencias propias, que podrán deducirse de la gráfica. La determinación de
los elementos propios y forzados por este método es mas fácil que integrar con EVORB pues al
integrar numéricamente los modos forzados cambian y resulta mas complicado separar la parte
forzada cambiante y la propia. Si la evolución en los planos (k, h) o (q, p) no son ćırculos es
porque la teoŕıa simplificada que vimos en 4.6.6, valida para bajas (e, i) ya no es aplicable. La
teoŕıa sólo es valida para bajas (e, i) de lo contrario las trayectorias no son ćırculos sino figuras
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Figure 30: Evolución de una part́ıcula obtenida integrando las ecuaciones exactas de movimiento con EVORB.
Consideramos como perturbadores a los 4 gigantes en sus órbitas reales que evolucionan. Las diferencias con la
figura 29 se deben a que aqúı los planetas tienen órbitas que evolucionan.

mucho mas complejas (Gallardo and Cabral, 2025). En el apéndice 7.1 mostramos el efecto
de las inclinaciones y excentricidades planetarias en la evolución de una part́ıcula. En el sitio
AstDyS se presentan varios catálogos y métodos de determinación de elementos propios. Ver
una revisión en Knezevic et al. (2002).

5.3.4 Resonancias seculares: localización numérica
A partir del análisis de la figura 31 podemos deducir las frecuencias propias de la evolución

de dϖprop/dt y dΩprop/dt y conociendo los valores de las frecuencias fundamentales del sistema
(gi, fi) podemos explorar el espacio (a, e, i) para ver donde tenemos resonancias seculares, como
se muestra para el Sistema Solar en la figura 13. Si los planetas tuvieran e = i = 0 las dϖ/dt
y dΩ/dt deducidas de las ecuaciones de Lagrange ya serian las propias pues el modo forzado
seria nulo. Entonces un truco para encontrar las resonancias seculares fácilmente (cuidado,
sólo válido para bajas (e, i)) seŕıa calcular dϖ/dt y dΩ/dt en función de (a, e, i) de la part́ıcula
imponiendo i = e = 0 para todos los planetas perturbadores. Esas dϖ/dt y dΩ/dt presentan
cierta dependencia con el valor de ω para (e, i) que no son bajas- Para bajas (e, i) son indepen-
dientes de ω pero para altas (e, i) hay una alta dependencia con ω por lo que la búsqueda de
resonancias seculares por esta via pierde sentido. En las figuras 32 y 33 se muestran los valores
de dϖ/dt y dΩ/dt en función de a para 2 tipos de órbita para la part́ıcula test. Donde se cruzan
las lineas tendremos resonancias seculares con algún planeta gigante y las part́ıculas tendrán
grandes variaciones en e o i. La idea de calcular numéricamente la resonancias seculares se
desarrollo por primera vez en la tesis de doctorado de Williams en 1969 y esta basada en las
ideas de calculo numérico de funciones perturbadoras medias debidas a Gauss. No olvidar que
mas allá de la técnica empleada la resonancia secular necesariamente ocurre cuando una fre-
cuencia propia del asteroide coincide o tiene relación sencilla con las frecuencias fundamentales
del sistema.
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Figure 31: Evolución secular de una part́ıcula obtenida integrando las ecuaciones de Lagrange con paso 100
yrs. Consideramos como perturbadores a los 4 gigantes en sus órbitas actuales fijas. De aqúı podemos deducir
los valores propios y forzados y las frecuencias propias. Para altas (e, i) las figuras dejan de ser ćırculos y el
concepto de elemento propio se complejiza.

Figure 32: Calculo de dϖ/dt(a) en el sistema solar interior considerando los 4 planetas gigantes en órbitas
circulares coplanares. El calculo de dϖ/dt(a) corresponde a 2 órbitas diferentes, una con baja (e, i) y otra con
(e, i) mayores. Las lineas horizontales indican los valores de las frecuencias propias del sistema planetario. En
los puntos de corte tenemos resonancia secular, se aprecia cierta sensibilidad de la localización de las resonancias
seculares en función de (e, i).
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Figure 33: Calculo de dΩ/dt(a) en el sistema solar interior considerando los 4 planetas gigantes en órbitas
circulares coplanares. El calculo de dΩ/dt(a) corresponde a 2 órbitas diferentes, una con baja (e, i) y otra con
(e, i) mayores. Las lineas horizontales indican los valores de las frecuencias propias del sistema planetario. En
los puntos de corte tenemos resonancia secular, se aprecia clara sensibilidad de la localización de las resonancias
seculares en función de (e, i).

5.3.5 Perturbadores circulares y coplanares: ZLK numérico
Si suponemos que los planetas perturbadores tienen órbitas circulares y planas se puede

calcularRsec(ω, e) numéricamente en forma exacta y considerando varios planetas perturbadores
con semiejes arbitrarios respecto a la part́ıcula perturbada. En este caso el calculo es exacto y
no hay limitantes en los elementos a, e, i. El calculo numérico se encuentra explicado en Bailey
et al. (1992); Thomas and Morbidelli (1996); Gallardo et al. (2012). Al ser Rsec mas exacta que
la obtenida anaĺıticamente, la dinámica resultante sera mas rica que la del modelo de cuadrupolo
u ordenes superiores, y suelen aparecer nuevos puntos de equilibrio para ω. Ademas es posible
suponer órbitas planetarias excéntricas e inclinadas pero la dinámica sera mas compleja aun
pues Ω ya no sera una variable ignorable y su momento conjugado H no sera constante (Naoz,
2016). Con el código mapakozai.f calculamos las curvas de nivel para 3 part́ıculas con semiejes
a = 3, 5.2, 8 ua considerando unicamente Júpiter en órbita circular. Los resultados están en
la figura 34, notar como los puntos de equilibrio cambian según el tipo de órbita: interior,
coorbital, exterior. En los modelos anaĺıticos de cuadrupolo o octupolo era imposible estudiar
el caso de a ∼ ap. Con esta técnica numérica Bailey et al. (1992) demostraron que el origen de
algunos cometas tipo sungrazers esta en el mecanismo de Zeipel-Lidov-Kozai.

Finalmente, notar que los perturbadores en órbitas coplanares y circulares generan varia-
ciones muy importantes en órbitas de altas (e, i), por lo tanto los resultados de la teoŕıa secular
de bajas (e, i) con trayectorias circulares en los planos (k, h) y (q, p) (y por tanto excentricidad
e inclinación constantes) ya no se pueden extender a estos casos. Justamente el mecanismo
ZLK es una manifestación de la destrucción de la teoŕıa secular construida para bajas (e, i).
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Figure 34: Curvas de nivel calculadas numéricamente para 3 part́ıculas con h =
√

1 − e2 cos i = 0.75 pero con
semiejes diferentes considerando como único perturbador a Júpiter en órbita circular. Notar como cambian los
puntos de equilibrio según el tipo de órbita. Las irregularidades en la última gráfica se debe a encuentros entre
el planeta y la part́ıcula.
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Figure 35: Evolución secular de un sistema de 3 planetas de masa 0.1 masas de Júpiter evolucionando con
altas (e, i). A la izquierda el resultado del modelo secular con paso 100 años y a la derecha lo que sale de la
integración numérica de las ecuaciones exactas de movimiento.

5.4 Evolución secular de sistema planetario y part́ıculas
El estudio que hicimos para un asteroide se puede hacer para cada planeta de un sistema.

O sea, todos cuerpos masivos. Dados N planetas, para cada uno calculamos la Rsec y sus
derivadas generadas por los otros N − 1 y luego las ecuaciones planetarias y aśı se pueden
obtener las variaciones de los elementos orbitales en el instante inicial para todos los planetas.
Si agregamos un loop mas al algoritmo también podemos obtener las evoluciones seculares
de los elementos de todos los planetas integrando como hicimos antes con la diferencia que
ahora todas las órbitas evolucionan. El código se llama evoplanetario.f y también se puede
aplicar al estudio de un asteroide (colocando el asteroide con masa 0). En la figura 35 vemos
la comparación de resultados del modelo secular y una integración numérica exacta con EVORB.
El acuerdo es notable y las diferencias que pueden aparecer se deben a lo precario del método
de Euler usado en la integración del modelo secular. También hay diferencias en caso de que
el sistema este próximo a una resonancias de movimientos medios pues la teoŕıa secular no es
capaz de seguir ese tipo de evoluciones.

Viendo las ecuaciones planetarias notar que la perturbación para un cierto planeta asi como
la variación de sus elementos orbitales en un cierto instante es independiente de su masa. Por
mas masivo que sea, de/dt por ejemplo sera el mismo. Su masa es importante en la evolución
posterior pues afectara la evolución de los demás planetas. Poniendo y quitando un planeta
podemos ver sus efectos seculares y poder determinar si el planeta merece ser llamado planeta
o no. Por ejemplo podemos hacerlo con Mercurio, con Ceres, Pluton, etc. A partir de cierto
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Figure 36: Rs(ω1, ω2) para dos planetas con ei = 0.2, a1/a2 = 0.49 y para 2 inclinaciones mutuas diferentes. El
plano de referencia es el invariable de Laplace por lo que ∆Ω = 180.

criterio a definir podŕıamos establecer una definición de planeta: un cuerpo que afecta al resto
del sistema (invento mio, a desarrollar).

5.5 Dinámica secular de 2 planetas
Por lo que vimos en 4.11 la Rs para 2 planetas en órbitas arbitrarias puede reducirse a 2

grados de libertad lo que implica 4 variables. La evolución del sistema seguirá estas curvas
de Rs = cte, el problema es que es dif́ıcil de representar y analizar en un espacio de 4 dimen-
siones. En Gallardo and Suescun (2025) se propone estudiar las curvas de nivel en el subespacio
Rs(ω1.ω2) y lo que se encuentra es que hay un cambio de régimen a partir de cierta inclinación
mutua próxima a 30 grados. Para inclinaciones bajas las curvas de nivel en torno a mı́nimos y
máximos de Rs siguen aproximadamente la relación ∆ϖ = 0, 180 pero para inclinaciones altas
cambian a islas verificando ω1 = ω2 = K90, siendo K entero. Las configuraciones ∆ϖ = 0, 180
son las que conocemos del caso plano y nos dicen que lo relevante es la proximidad espacial entre
las lineas de los apsides. Pero para cierta inclinación mutua esto ya no se cumple y el sistema
busca equilibrios en configuraciones donde las lineas de los apsides sean perpendiculares a la
linea común de los nodos. Un ejemplo se muestra en la figura 36. Como las masas planetarias
son un factor multiplicativo los resultados son independientes de ellas, en cambio śı hay una
dependencia con a1/a2 y las ei.

5.6 Validez de la teoŕıa secular
La integral Rsec tiene unidades de enerǵıa y siempre es menor que la enerǵıa de ligadura al

Sol que es k2M⊙/(2a) por lo que, teóricamente, no representa un peligro para la estabilidad de
la part́ıcula, de hecho en la teoŕıa secular a permanece constante. Si la part́ıcula esta en los
confines del sistema solar el efecto de Rsec de Júpiter es el mismo que agregar su masa al Sol,
bueno... o no exactamente por lo que vimos al final de 5.1.

Pero lo que nos interesa saber es en que condiciones la evolución por Rsec es admisible, o
sea, cuan rápidas pueden ser las variaciones de R sin que se destruya la evolución secular que
nos da la teoŕıa. Sabemos que no debe haber encuentros próximos (R tiene un gran pico y hay
un quiebre en la evolución), pero mismo aśı es posible que la teoŕıa falle cuando las órbitas
son muy excéntricas pues la perturbación secular calculada no es representativa de la evolución
real en donde la distancia al planeta varia demasiado y rápidamente. Un posible diagnostico lo
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Figure 37: Mapa ∆abar en ua a partir de integración numérica de las ecuaciones de movimiento. Desde rojo a
amarillo son valores muy altos y es de esperar que la evolución secular sea imposible.

Figure 38: Para las mismas condiciones de la figura 37 ploteamos las regiones donde Rsec/Rmax > 0.15.
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Figure 39: Rsec y Rsec/Rmax considerando todos los 8 planetas para part́ıculas con semiejes entre 0 y 50 ua
con e = 0.1 y baja inclinación. Por encima de la linea negra estaŕıa la zona donde la Rsec seria valida.

daŕıa el monitoreo de la evolución del semieje en integraciones numéricas. Si presenta grandes
variaciones o sistemáticas entonces claramente la evolución deja de ser secular. De acuerdo a
Gallardo (2019a) en el caso del Sistema Solar para a < 2.5 ua hay evoluciones seculares incluso
para muy altas e pero para a > 5 ua ya es dif́ıcil encontrar regiones bajo régimen secular para
e > 0.3. Existen regiones en donde el semieje se mantiene constante pero debido a resonancias
de movimientos medios, y la evolución resonante es otra cosa pues la función perturbadora esta
dominada por otros términos, ni seculares ni de corto periodo.

Podemos hacer un experimento para comparar lo que dice la teoŕıa secular con los resultados
de la integración numérica. Incluyendo los 4 planetas gigantes integramos part́ıculas con 10 <
a < 50 ua, 0 < e < 0.98 y asumiendo siempre i = 90, ω = 0, M = 90 y monitoreamos el ∆abar.
Ver figura 37. Por otro lado podemos calcular numéricamente Rsec incluyendo los 4 gigantes y
en cada calculo registramos el máximo de k2mpla/∆, o sea el máximo de la función perturbadora
directa. Ploteamos las regiones del espacio (a, e) donde Rsec/Rmax > Xlim, es decir regiones
donde la perturbación total secular es suficientemente grande (mayor que cierto limite) en
comparación con las perturbaciones individuales. Luego de varios intentos, en la figura 38 se
muestran las regiones donde Rsec/Rmax > 0.15. Como ambas regiones en las figuras 37 y 38
mas o menos se corresponden podemos tomar como criterio de validez de la evolución secular
los casos donde Rsec/Rmax > 0.15 pues es en esa región donde aproximadamente ∆a < 1 ua
(criterio que tal vez haya que revisar). En la figura 39 mostramos como vaŕıan Rsec y Rsec/Rmax

generadas por los 8 planetas para part́ıculas a lo largo del sistema con e = 0.1 baja inclinación.
Vemos que cuando hay encuentros próximos Rsec/Rmax es muy chica, menor que 0.15, y la
aproximación secular no seria valida.

Entonces, no es la baja enerǵıa de ligadura al Sol lo que hace una evolución secular inviable
sino las grandes y rápidas variaciones de la distancia part́ıcula-planeta. Una evolución suave
como lo es la evolución secular generada por Rsec es incapaz de representar en estos casos la
real evolución orbital de la part́ıcula. Sin embargo se ha encontrado en ciertos casos como
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cometas de largo periodo (Bailey et al., 1992; Thomas and Morbidelli, 1996) que si bien a varia
bastante la evolución en curvas de nivel de H = cte se respeta bastante bien. Hay que investigar
esto pero puede ser que cuando la e es muy grande o q muy chico tal vez el semieje no pese
tanto en el Hamiltoniano, y grandes variaciones de a solo generan pequeñas variaciones en el
Hamiltoniano (chequear esto). A este comportamiento le estamos llamando pseudo-secular
en Fernández et al. (2021).

5.7 Teoŕıas sintéticas
Dado que en muchos casos los desarrollos anaĺıticos son muy limitados una alternativa

para obtener la evolución secular de un sistema planetario en forma anaĺıtica es integrarlo
numéricamente con las ecuaciones exactas de movimiento y luego hacer un ajuste por un de-
sarrollo de Fourier. Podemos quedarnos con los términos de largo periodo, por ejemplo, y esos
serian los términos seculares. Las primeras teoŕıas sintéticas son las de Carpino et al. (1987) y
Bretagnon (1990).

Clases en video:

• Clase 15: https://youtu.be/atDtPjc2Ysw

• Clase 16: https://youtu.be/skAiDrAYrE8
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Figure 40: Posiciones relativas en el sistema rotante Sol-Júpiter de un asteroide no resonante (izquierda) y
otro resonante (derecha) al cabo de algunos cientos de revoluciones. La componente transversa neta sobre el
asteroide es nula en el caso no resonante y diferente de cero en el resonante.

6 Resonancias de movimientos medios

6.1 Origen del movimiento resonante
Cuando los movimientos medios de un asteroide n y un planeta perturbador np son tales que

kpnp ≃ kn con (kp, k) enteros pequeños, los términos en el desarrollo de la función perturbadora
que contienen como argumentos a combinaciones de kλ−kpλp o múltiplos tendrán una evolución
muy lenta y no podemos eliminarlos suponiendo que son de corto periodo. Véase que si k < kp

el asteroide es interior al planeta y la resonancia es interior, mientras que en el caso contrario
es una resonancia exterior. Ejemplo: los Hildas están en la 3:2 con Júpiter y los plutinos en
la 2:3 con Neptuno. Los troyanos son la 1:1. La diferencia q = |k − kp| se llama orden de la
resonancia y como veremos es un parámetro importante.

Si queremos la evolución a largo plazo del sistema los términos resonantes deben ser separa-
dos y tratados de forma diferente. Podemos seleccionar del desarrollo clásico de R los términos
seculares y resonantes y resolver las ecuaciones de Lagrange considerando que ahora da/dt ̸= 0
pues λ esta presente en R. Ademas es necesario agregar una ecuación extra para resolver la
variable auxiliar que se introdućıa para evitar términos lineales en el tiempo en la ecuación
para ϵ, ver Murray and Dermott (1999, 8.4). Esto se puede hacer pero en variables canónicas
es mas simple.

Si miramos las ecuaciones de Gauss (por ejemplo ec. 1), la razón de la existencia de las
resonancias es que en el largo plazo la conmensurabilidad de movimientos asteroide-planeta
genera componentes transversa y normal (T,N) que vaŕıan sistemáticamente con el tiempo a
diferencia de las (T,N) en el caso no resonante en donde oscilan en torno de cero (figuras 40
y 41). En ambos casos existe una componente R que crece sistemáticamente pero en lo que
importa a la evolución del semieje la componente T es la mas relevante y la que genera la t́ıpica
oscilación (libracion) orbital. Las resonancias no son un fenómeno dinámico instantáneo como
lo es un encuentro con un cuerpo masivo sino que su efecto dinámico comienza a sentirse luego
de muchas revoluciones orbitales una vez que la T comienza a acumularse. Esto genera una
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Figure 41: Valor de la componente transversa T de la perturbación de Júpiter sobre un asteroide en resonancia
(a = 2.5 ua) y otro próximo pero fuera de la resonancia (a = 2.4 ua). La componente normal N tiene un
comportamiento similar.

variación de a que a su vez genera una variación en T y el efecto en el largo plazo es que tanto
T como a oscilan con un periodo ni corto ni secular.

Este mecanismo lo podemos ver en la fig 42 donde se muestra el efecto acumulado de la
perturbación de Júpiter sobre una asteroide de órbita fija (no es una integración numérica)
para diferentes valores del semieje. Podemos ver que la R acumulada es siempre positiva
independientemente de a, la T en cambio cambia de signo en la posición nominal de la resonancia
3:1. También mostramos los 2 términos que aportan a da/dt según la formula de Gauss ec. 1, y
finalmente el valor de da/dt cuando consideramos los 2 términos. La resonancia existe porque
a la izquierda existe un da/dt > 0 y a la derecha un da/dt < 0 lo cual genera una oscilación.
Ver que el término responsable es el que incluye T mientras que el generado por la R aporta
poco y en este caso desestabiliza. En las resonancias aparecen estos saltos t́ıpicos en da/dt que
son los responsables por oscilaciones estables como en este caso o inestables (cuando el signo
de da/dt pasa de negativo a positivo) según el σ inicial que hayamos tomado, que depende de
las λ,ϖ del asteroide y planeta.

Las evoluciones seculares no afectan al semieje mientras que las resonantes lo obligan a
oscilar. Cuando las perturbaciones rompen las evoluciones seculares el a varia caoticamente
hasta que, t́ıpicamente, el objeto es capturado en una resonancia de movimientos medios (ver
figura 43). Paréntesis: existe una teoŕıa de captura en resonancia que dice que los objetos
deben poseer órbitas que vaŕıan de forma que convergen, o sea se acercan (Tremaine, 2023,
cap. 6) pero en la practica con órbitas excéntricas puede ocurrir cualquier cosa. Por lo general
la part́ıcula pasa también mucho tiempo en sticking, es decir pegada a la resonancia pero
fuera de la zona de libracion de un lado o del otro. A partir de ese momento el semieje
oscila (libra) con cierta amplitud y periodo hasta que eventualmente el objeto escapa de la
resonancia. En realidad toda la órbita esta en estado de vibración como se muestra en la figura
44. Si miramos en un rango amplio de semiejes los estados resonantes se detectan fácilmente
como periodos donde a ∼ constante en un mar de evolución irregular, pero también existen
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Figure 42: El origen de las resonancias. Valores integrados al cabo de 2000 años de los efectos de Júpiter en las
componentes (R, T ) sobre un asteroide y sus contribuciones a la variación del semieje.
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Figure 43: Integración numérica de una part́ıcula con efecto Yarkovsky. El a crece hasta que es capturada
en una resonancia cuya localización exacta esta indicada con la linea horizontal. El efecto Yarkovsky sigue
actuando pero como la resonancia impide que a crezca la e sufre un crecimiento. Notar que la mayor parte del
tiempo la part́ıcula esta en sticking. Fuente Gallardo et al. (2011).

movimientos resonantes en regiones estables del espacio de fase. Las resonancias que se van
a manifestar capturando objetos son aquellas que son fuertes. En general la fuerza de una
resonancia es mayor cuanto mayor es la e del objeto resonante y en esos casos la amplitud
de la libracion puede ser grande aśı como la frecuencia de libracion. Este estado de vibración
orbital es lo que ofrece una resistencia al cambio frente a otras perturbaciones. Modestia
aparte, dos buenas introducciones a las resonancias están en Gallardo (2016, 2018). Ver el
sitio sites.google.com/view/mmresonances/ con varios recursos, códigos y bibliograf́ıa. Un
desarrollo muy completo de los diferentes tipos de resonancias se encuentra en Lemâıtre (2010).

6.2 Términos resonantes para bajas (e, i)
En régimen de bajas (e, i) podemos utilizar los primeros términos de la función perturbadora

general dada en la sección 2.4. El termino resonante de menor orden (dinamicamente es el mas
relevante) sera del tipo

f(a, ap)e|j3|e|j4|
p s|j5|s|j6|

p cos(kλ− kpλp + j3ϖ + j4ϖp + j5Ω + j6Ωp) (142)

y como debe verificarse que |k − kp| = |j3 + j4 + j5 + j6| ≤ |j3| + |j4| + |j5| + |j6| entonces el
mı́nimo orden del termino resonante sera q = |k− kp| y habrá otros términos de orden superior
(menos relevantes). Ejemplo: en la resonancia 3:1 no puede haber términos de orden 1, son de
orden 2 y superiores. En general entonces, siempre que las resonancias puedan ser descritas por
términos del tipo (142), las resonancias mas relevantes dinamicamente serán las de orden bajo.
El termino que contiene (2λ− 6λp) también pertenece a la 3:1 pero la suma de los j deberá ser
por lo menos 4 y por lo tanto sera de 4to orden y menos relevante.

A su vez como |j5 + j6| debe ser par se deduce que la inclinación solo aparece como factores
de orden 2, 4, 6 o superiores y por lo tanto los términos que involucran inclinación son menos
relevantes que los que involucran excentricidades pues estos pueden ser de orden 1. Según
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Figure 44: T́ıpica evolución de asteroide en resonancia mostrando la oscilación en los elementos orbitales y en
el angulo critico σ (en esta figura σ fue definido con signo contrario). Fuente: Gallardo (2019b).

como sean los términos dominantes en una resonancia se las conoce como resonancias tipo
excentricidad, tipo inclinación y mixtas.

6.3 Aproximación anaĺıtica: caso plano y bajas e

Vamos a comenzar con un caso sencillo: caso plano de un asteroide perturbado por planeta
en órbita circular. En este caso, de acuerdo al desarrollo Laplaciano de la función perturbadora,
los principales términos resonantes son

R = f(a, e) + g(a, e) cos(kλ− kpλp − (k − kp)ϖ) (143)

donde f, g son funciones conocidas. Como dijimos, un parámetro importante es el orden de
la resonancia que es igual a q = |k − kp| y es importante pues en general la fuerza de una
resonancia es proporcional a eq pues por la forma del desarrollo de R tenemos que la función g
es proporcional a eq, y como veremos la función g define la fuerza de la resonancia, lo cual es
razonable pues es lo que define la amplitud del termino resonante.

En caso de considerar un planeta no circular, ep ̸= 0, entonces aparecen otros términos que
generan modos forzados superpuestos a la solución, ver Murray and Dermott (1999, 8.4).
Pasando al espacio de fase extendido el Hamiltoniano queda

H = − µ2

2Λ2 + npΛp −R(Λ,Γ, λ, γ, λp) (144)

ya en variables canónicas de Poincare, que en realidad son

Λ = L, λ
Γ = L−G, γ = −ϖ
Λp, λp

(145)

Pero las tres variables angulares aparecen solo en la combinación σ = kλ−kpλp − (k−kp)ϖ
de variación lenta conocida como angulo critico pues de su evolución dependerá la dinámica
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del asteroide. Conviene entonces hacer una transformación canónica donde la nueva variable
angular sea σ. Esto esta muy bien explicado en Lei and Li (2020). Una transformación posible
es

Σ = Λ/k, σ = kλ− kpλp − (k − kp)ϖ
U = Γ + Λ(kp − k)/k, u = γ = −ϖ
Φ3 = Λp + Λkp/k λp

(146)

La única variable rápida que tenemos ahora es λp que en realidad ya no aparece en el Hamil-
toniano pues hemos eliminado todos los términos de corto periodo por lo tanto tenemos Φ3
constante, lo que permite expresar Λp(Φ3,Λ) y sustituirla en el Hamiltoniano. El Hamiltoniano
expresado en las nuevas variables y despreciando el termino constante que depende de Φ3 queda

H = − µ2

2(kΣ)2 − npkpΣ − f(Σ, U) − g(Σ, U) cos(σ) (147)

Como la variable ϖ (formalmente u) no esta en el Hamiltoniano entonces se verifica que U
es constante y esto establece una relación entre (Γ,Λ), o sea entre (a, e), del asteroide en la
resonancia. O sea que la evolución a(t) y e(t) están correlacionadas en el movimiento reso-
nante (figura 44). Ver que el sistema pasa a tener un grado de libertad y puede resolverse
anaĺıticamente en las variables (Σ, σ). Con la solución de Σ(t) tengo a(t) y sabiendo que U
es constante obtengo la evolución de la e(t). Si hubiésemos considerado la excentricidad del
planeta perturbador entonces apareceŕıan otros términos: uno secular y otro resonante, que
agregan modos forzados a la evolución del asteroide. La larga historia de este modelo, conocido
como segundo modelo fundamental de resonancias (SFMR) esta muy bien sintetizada
en Lei and Li (2020). El primer modelo fundamental es el del péndulo que vimos en la sección
3.11, comparar los Hamiltonianos (147) y (64). Las ecuaciones canónicas quedan

dΣ
dt

= −g sin(σ) (148)

dσ

dt
= nk − npkp − ∂f

∂Σ − ∂g

∂Σ cos(σ) (149)

Interesa ver los puntos de equilibrio del sistema resonante (los centros de la resonancia) y para
eso buscamos los puntos en los cuales Σ̇ = σ̇ = 0 y esto conduce a que ocurren para σ = 0, 180
(este modelo falla en las resonancias externas tipo 1:N pues la R no puede representarse por
un simple coseno). Si en una integración numérica obtenemos que cierto σ oscila en tono de
cierto punto de equilibrio entonces estamos en presencia de una resonancia, el angulo critico σ
se utiliza como diagnostico de la resonancia.

En la ec. (149) se puede ver que en este modelo la condición σ̇ = 0 no ocurre para el
semieje dado por la resonancia nominal nk = npkp sino que depende de la excentricidad a
través de los 2 últimos términos dependientes de (f, g). Esto da lugar a la ley de estructura
que muestra la dependencia a(e) para la resonancia exacta, especialmente notoria en bajas
excentricidades y para resonancias de orden 1. Calculando las curvas de nivel del H(σ,Σ) se
pueden deducir las separatrices y los anchos de la resonancia en función de la excentricidad de
la part́ıcula resonante. Ver ejemplos en las figuras 8, 46 y 50. En la figura 45 se muestra la ley
de estructura y los limites de la resonancia en el plano (a, e). La amplitud de las libraciones
en Σ son proporcionales a g por eso se suele llamar fuerza de la resonancia al factor g en
R, o sea a su semi-amplitud (Gallardo, 2006). Esta función perturbadora de juguete (o toy
model) consistente en un único termino en cos(σ) es muy limitada en su validez (especialmente

78



T. Gallardo Dinámica Secular y Resonante

Figure 45: Separatrices en el espacio (a, e) para el caso plano de las resonancias 2:1 (izquierda) y 3:1 (derecha)
con Júpiter. Ver la ley de estructura en la 2:1 y la ausencia de separatriz en el tramo inferior izquierdo. Las
libraciones ocurren siguiendo las lineas punteadas. Fuente Morbidelli (2002a).

falla en la resonancias exteriores 1:N conocidas como asimétricas pues los puntos de equilibrio
son σ ̸= 0, 180 y dependen de e) pero permite una descripción global de la topologia del
movimiento resonante. Ver por ejemplo Malhotra (1998, cap 5.3). Un estudio bien detallado y
poco pedagógico del caso plano se encuentra en Morbidelli (2002a, cap 9) y el tema tratado en
forma aún menos pedagógica esta en Murray and Dermott (1999, cap. 8). Mmmmm... capaz
que lo mas conveniente es ver Lemâıtre (2010).

La principal desventaja de este SFMR es que no es capaz de describir adecuadamente todas
las resonancias por la simpleza del termino resonante limitado a cos(σ). Como dećıamos, este
SFMR en realidad fue precedido históricamente por uno mas simple aun del tipo

H = 1
2Σ2 − cos(σ) (150)

que es el Hamiltoniano del péndulo. En este Hamiltoniano las variables están separadas y
se pueden integrar anaĺıticamente. Se conoce como el modelo ideal de resonancia o primer
modelo fundamental de resonancia.
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6.4 Aproximación semianalitica espacial
Las limitaciones de lo que acabamos de ver en la sección anterior se deben a las aproxima-

ciones adoptadas en la expresión de R que la hacen valida solo para bajas e. Para lograr una
mejor representación de la resonancia buscaremos mejorar la expresión del termino resonante
en el Hamiltoniano. Para el caso espacial trabajando en la variables canónicas de Poincare
(L,L − G,G − H, λ,−ϖ,−Ω) y dado que el Hamiltoniano depende de la posición del planeta
a través de λp al igual que en la sección anterior pasamos al espacio de fase extendido con el
nuevo par de variables (Λp, λp) y el Hamiltoniano queda:

H = − µ2

2L2 + npΛp −R(L,L−G,G−H,λ,−ϖ,−Ω, λp) (151)

La dependencia espacial esta en la R. Para no usar una aproximación por desarrollo en serie
de R la calcularemos numéricamente y para poder lograr eso la hipótesis fundamental de este
modelo (Gallardo, 2006, 2020b) es asumir que durante el movimiento resonante las variables
(ϖ,Ω) son constantes. Esto implica imponer que el Hamiltoniano es independiente de los
momentos (L−G,G−H). Veremos que implica esto en la formulación de la teoŕıa, básicamente
estamos eliminando dos grados de libertad. Si son constantes ya no son variables a resolver,
son parámetros por lo que el Hamiltoniano sera

H = − µ2

2L2 + npΛp −R(L, λ, λp) (152)

Como ϖ es constante en este modelo la combinación resonante que interesa separar como nueva
variable es θ = kλ− kpλp aśı que hacemos la transformación canónica

Σ = L/k, θ = kλ− kpλp

Γ = kpL/k + Λp, λp
(153)

Se puede verificar que es canónica comprobando la transformación de contacto Σθ + Γλp =
Lλ+ Λpλp. El Hamiltoniano queda

H = − µ2

2(kΣ)2 − npΛp(Σ,Γ) −R(Σ, θ, λp) (154)

La variable rápida λp solamente esta presente en R y la eliminaremos haciendo una media
numérica (atención: punto crucial, ya lo veremos), en consecuencia desaparece y su momento
conjugado Γ pasa a ser constante por lo que el termino npΛp es

np(Γ − kpL/k) = npΓ − npkpΣ (155)

y como el primer termino es constante, no contribuye al Hamiltoniano, lo eliminamos y queda

H = − µ2

2(kΣ)2 − npkpΣ − R(Σ, σ) (156)

donde R es R promediada en λp pero manteniendo el link σ constante. Parece un Hamilto-
niano muy elemental, sin embargo permite el estudio de resonancias con inclinación y excen-
tricidad arbitrarias pues no usaremos un desarrollo en serie para R sino que la calcularemos
numéricamente a partir de su definición en coordenadas rectangulares dada por la ec. (14).
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6.4.1 Calculo numérico de R
La función perturbadora resonante en este modelo depende de las variables (Σ, σ) (o (a, σ))

y de los parámetros (e, i, ω,Ω). La verdadera forma de R para (e, i) arbitrarias es bien diferente
del modelo sinusoidal simplificado que se podŕıa deducir del desarrollo Laplaciano. En Gallardo
(2006) se muestran varios ejemplos. El desarrollo anaĺıtico de R(a, e, i, ω, σ) valido para (e, i)
arbitrarios es el colmo de los dolores de cabeza. Históricamente se han ofrecido desarrollos
validos para bajas (e, i) o para el caso i = 0. En los últimos años los desarrollos de Lei (2019)
y Namouni and Morais (2020) han logrado una buena descripción de algunas resonancias para
inclinaciones arbitrarias aunque para e < 0.6. Ademas se hace evidente que para altas (e, i)
una resonancia no tiene un único angulo critico sino una cantidad de combinaciones del tipo
de la formula (24) todas verificando j1λ1 + j2λ2 = kλ− kpλp y cada angulo critico genera una
dinámica diferente. El hecho de que sean necesarios muchos términos para representar R es una
indicación que la representación anaĺıtica es mala si no imposible. Por estas dificultades se han
propuesto algunas alternativas para obtener R como la media numérica de R (Schubart, 1964,
1968, 1978) o como un desarrollo en serie de Taylor en torno de un valor arbitrario (a, e, i) donde
los coeficientes de ese desarrollo se calculan numéricamente (Ferraz-Mello and Sato, 1989; Roig
et al., 1998). Ver también Moons (1994) para una implementacion h́ıbrida con ambos enfoques.
Por ambas v́ıas el caso plano en un gran rango de excentricidades fue estudiado con gran detalle
obteniéndose las curvas de nivel del Hamiltoniano con forma de bananas aśı como la localización
de las separatrices mostrando la peculiaridad de algunas resonancias de primer orden que en
cierta región del plano (a, e) carecen de separatrices como se muestra en la figura 45.

En el caso general el método de Schubart (Schubart averaging) propone dejar fijos
(Σ, U, σ, ω) al hacer la integral numérica de R en λp y explorando en el espacio de esas cu-
atro variables se puede tener una idea de la localización de puntos de equilibrio y forma de las
superficies de H = cte. De nuevo, para el caso plano la cosa se simplifica pues desaparece ω y U
resulta una constante por lo que queda R(Σ, σ) que genera un H(Σ, σ) (Schubart, 1964). Pero
en el caso general espacial el análisis es complicado y para facilitar el análisis y en particular
para estimar las fuerzas de las resonancias (semiamplitud de R) Gallardo (2006) propone usar

R(a, e, i, σ, ω) ≃ R(a0, σ) = 1
2πk

∫ 2πk

0
R(λp, λ(λp, σ))dλp (157)

lo que implica que R solo dependa de σ y todo lo demás son parámetros fijos en el calculo de la
integral. O sea, en la integral a la hora de evaluar la R dada por ec. (14) imponemos que siempre
a = a0, el valor nominal de la resonancia. La integral la calculamos fijando un σ y variando λp

entre 0 y 2πk que es el lapso al cabo del cual las configuraciones Sol-asteroide-planeta se repiten.
La integral se calcula evaluando punto a punto R: para cierto σ fijo, dado λp calculo λ(λp, σ) a
partir de σ = kλ−kpλp−(k−kp)ϖ y a partir de las longitudes calculo las posiciones geométricas
y evalúo R. Esto implica que en el calculo de R asumimos que σ se mantiene constante al variar
λp o sea asumimos que el asteroide esta en la resonancia exacta (manteniendo σ constante). De
esta forma R(σ) es una función obtenida numéricamente solo de σ que también depende de los
(e, i, ω) como parámetros. Asumir que R es independiente de a para una dada resonancia es una
aproximación cruda, sin embargo el método da una buena estimación de las propiedades de las
resonancias con excepción algunas resonancias con asimetrias en la separatriz en las regiones de
bajas excentricidades (debido a que en bajas e los ϖ vaŕıan bastante). Por otro lado notar que
en la ec. (156) la dependencia de R con a esta factorizada por la masa del planeta perturbador
mientras que en los otros términos del hamiltoniano esta factorizado por la masa de la estrella
central, y en estos términos no se despreciara la dependencia con a como veremos. A pesar
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de esta simplificación, para describir resonancias en altas (e, i) resulta muy útil. La región de
muy bajas excentricidades ha sido recientemente reinvestigada para el caso plano (Malhotra
and Zhang, 2020; Lei and Li, 2020). La semiamplitud de R calculada numéricamente nos
da la fuerza de la resonancia y en Gallardo (2019b) se muestra que para bajas (e, i) sigue el
comportamiento dado por el desarrollo Laplaciano dado por ec. (25), es decir es proporcional
a e|j3|s|j5|, donde los ji son los enteros que multiplican a ϖ y Ω. Para altas (e, i) en cambio se
pierde esa relación lo cual es debido a las limitaciones del desarrollo Laplaciano. Estas fuerzas
numéricas pueden verificarse con mapas dinámicos como veremos mas adelante.

6.4.2 Hamiltoniano y ecuaciones de movimiento
Al considerar (e, i, ω) como parámetros las únicas variables serian (a, σ). Si construimos

curvas de nivel de H(a, σ) vamos a ver los puntos de equilibrio estables e inestables, las os-
cilaciones en torno a los estables, las separatrices y a su vez estas definirán el ancho ∆a de la
resonancia. Entonces los mapas los calculamos con

H(a, σ) = − µ

2a − np
kp

k

√
µa− R(a0, σ) (158)

y en la figura 46 tenemos un ejemplo. Tenemos un código en fortran Hasigma.f que permite
calcular curvas de nivel de este Hamiltoniano. Y la forma de la R(σ) esta dada por el código
Resonalyzer.f. La resonancia impone oscilaciones en (a, σ) en torno a puntos de equilibrio.
Se puede ver que lejos del valor a = a0 las curvas están separadas por encima y por debajo.
Pero en las proximidades tenemos curvas cerradas que encierran los puntos de equilibrio. Las
part́ıculas que siguen esas curvas cerradas se dice que están en resonancia, el angulo critico, σ,
oscila. En cambio las part́ıculas que muestran σ creciente o decreciente sistemáticamente están
fuera, aunque cerca, de la resonancia. Las trayectorias de la parte superior se realizan en el
sentido opuesto al de la inferior. Hay una diferencia dinámica fundamental entre estar en la
zona de libracion y estar fuera: si esta en libracion, ante una pequeña perturbación externa la
amplitud de libracion cambiará pero el valor medio de a seguirá siendo el mismo mientras que
fuera de la zona de libracion la perturbación hace saltar el semieje hacia otros valores.

Para conocer la evolución temporal de (a, σ) debemos resolver las ecuaciones canónicas:

dΣ
dt

= −∂H
∂σ

(159)

dσ

dt
= ∂H
∂Σ (160)

Pero
dΣ
dt

=

√
µ/a

2k
da

dt
(161)

y a su vez
∂H
∂σ

= −∂R
∂σ

(162)

entonces la ecuación para el semieje queda

da

dt
= 2k√

µ/a

∂R
∂σ

(163)
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Figure 46: Arriba: curvas de nivel del H(a, σ) para la resonancia 1:3 con Neptuno asumiendo e = 0.7, i =
90, ω = 0. La separatriz es la curva que se corta a si misma y separa la región resonante de la no resonante.
Las flechas indican el ancho de la resonancia. Abajo: R(a0, σ). (Gallardo, 2020b).

y de aqúı que los efectos resonantes en a son importantes cuando R tiene una fuerte dependencia
con σ. O sea, una gran amplitud en R(σ) es indicativo de resonancia fuerte con importantes
efectos en a. Por el contrario, si ∂R/∂σ ∼ 0 la resonancia sera débil.

De la otra ecuación canónica tenemos
dσ

dt
= ∂H
∂Σ = µ2

2k2 2Σ−3 − npkp = nk − npkp (164)

lo cual es trivial pues sale de la definición del angulo critico (asumiendo ϖ constante). De aqúı
sale una relación interesante

nk =
√
µ/a3k = σ̇ + npkp (165)

lo que nos dice que cuando el angulo critico crece mas rápido a esta en un mı́nimo y cuando
decrece mas rápido a estará en el máximo. En la figura 44 se muestra lo contrario pues σ fue
definido con signo contrario (ambigüedad muy t́ıpica en la literatura).

6.4.3 Puntos de equilibrio
Los puntos de equilibrio están en

dσ

dt
= da

dt
= 0 (166)

La ecuación dσ/dt = 0 no aporta mucho pues lo que se obtiene es que a = a0, es decir que
el centro de la resonancia esta en el valor del semieje nominal de la resonancia (merece dejar
constancia que a veces las resonancias reales están un poco corridas del valor nominal a0, quizá
debido al efecto secular del planeta en anomaĺıa media como lo indica la ec. 13). Y la otra nos
dice que los puntos de equilibrio están en ∂R/∂σ = 0. O sea, los puntos de equilibrio están en

a = a0
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∂R
∂σ

= 0

Aplicando los resultados para el caso pendular en la sección 3.11 tenemos que los periodos
de las pequeñas oscilaciones en los puntos de equilibrio son

T = 2π√
HΣ,ΣHσ,σ

(167)

De acuerdo a nuestro modelo tenemos

Hσ,σ = −∂2R
∂σ2 (168)

HΣ,Σ = −µ2

k2 3Σ−4 = −3k
2

a2 (169)

entonces el periodo de las pequeñas oscilaciones en torno a los puntos de equilibrio es

T = a

k

2π√
3Rσ,σ

(170)

donde Rσ,σ es la derivada segunda en σ calculada numéricamente en el punto de equilibrio
estable, o sea en un mı́nimo (Rσ = 0,Rσ,σ > 0). Puede haber varios puntos de equilibrio
estable y cada uno con periodo diferente. Ver que la frecuencia de libracion es proporcional a la
ráız cuadrada de la concavidad de R en el mı́nimo, cuanto mas empinado el mı́nimo mas alta
la frecuencia por lo que alta frecuencia (corto periodo de libracion) esta asociado a resonancia
mas fuertes y puntos mas estables (aunque a veces un punto de equilibrio profundo puede
estar rodeado de singularidades y por lo tanto el equilibrio es prácticamente imposible). Esta
metodoloǵıa se puede aplicar al estudio de los puntos Lagrangianos en la 1:1 y es interesante
ver cómo L4 y L5 que en la teoŕıa del problema restricto circular están a 60 grados del planeta
en el caso general con cuerpos excéntricos e inclinados se desplazan por el espacio (Pan and
Gallardo, 2025).

6.4.4 Ancho de resonancia
Una teoŕıa en variables canónicas e invariantes adiabaticos (ver sección 6.5) para el caso

plano fue desarrollada en Morbidelli and Moons (1993); Moons and Morbidelli (1995) y exten-
dida luego para estudiar resonancias seculares en el caso espacial. También fue aplicada para la
región TN en Morbidelli et al. (1995) pero puede verse sinteticamente explicada en Saillenfest
et al. (2016). Aqui lo veremos por nuestro camino mas simplificado. El semiancho ∆a de una
resonancia es la mitad de la máxima variación en semieje existente entre las separatrices que
limitan la zona de libracion en torno del punto de equilibrio estable (ver figuras 46 y 50). O
también es la distancia en a entre el punto de equilibrio estable σE (que siempre esta en a0) y
el punto por el que pasa la separatriz en (σE, asep = a0 + ∆a). Por pertenecer al mismo nivel
se cumple

H(asep, σE) = H(a0, σI) (171)
y este ultimo lo conozco mientras que el primero no pues no conozco asep. Si llamo ∆H =
H(asep, σE)−H(a0, σE), o sea la variación del Hamiltoniano al variar a manteniendo constante σ
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en el valor correspondiente al punto de equilibrio estable. Entonces, moviéndome verticalmente
∆H es independiente de σ y solo depende de a, puedo aproximar

∆H = ∂H
∂a

∆a+ ∂2H
∂a2

(∆a)2

2 + . . . (172)

la idea es evaluar esas derivadas en el punto de equilibrio estable y alĺı la derivada primera es
nula aśı que tendremos

∆H = H(asep, σE) − H(a0, σE) = H(a0, σI) − H(a0, σE) = ∂2H
∂a2

(∆a)2

2 (173)

El lado izquierdo es
R(σE) − R(σI)

mientras que
∂2H
∂a2 = −3

4n
2

de donde finalmente el semiancho de la resonancia es

∆a =

√
8/3
n

√
∆R (174)

donde ∆R es la amplitud total que muestra R entre el máximo y el mı́nimo. El ancho total
seria 2∆a en uas.

Estamos en condiciones de calcular para cualquier resonancia los puntos de equilibrio (los
mı́nimos y máximos de R), la fuerza (∆R o la mitad) los periodos T de las pequeñas oscilaciones
y los semianchos ∆a en unidades astronómicas. Esta es la teoŕıa presentada en Gallardo (2020b)
y que permite calcular las propiedades de cualquier resonancia para cualquier (e, i). Esto
lo hace el código Resonalyzer y el código Superatlas calcula varias resonancias con varios
planetas en cierto rango de semiejes. En figura 47 se presenta un atlas de la región TN donde
se indican los anchos (estables, ver a continuación) de las resonancias. Cuando se calculan los
anchos ∆a(e, i, ω) es posible que resonancias próximas se superpongan, generalmente para altas
excentricidades. En ese caso la región se vuelve caótica pues una part́ıcula sentirá los efectos
simultáneos de las diferentes resonancias, cada una intentara colocar al asteroide oscilando en
torno a su valor nominal y su evolución orbital se vuelve errática, saltando de una resonancia a
otra. Las predicciones teóricas sobre en qué condiciones las resonancias se superponen (Ramos
et al., 2015) explican los resultados puramente numéricos que pueden obtenerse por ejemplo
con mapas dinámicos como el de la figura 48.

Si consideramos que el planeta tiene órbita circular contenida en el plano de referencia
tendremos que los anchos de las resonancias son funciones ∆a(e, i, ω). Entonces, para dados
(e, i) el ancho dependerá del valor de ω que puede ser cualquiera. Por eso definimos como
fragilidad la cantidad

f(e, i) = (∆amax − ∆amin)/∆amin (175)
que indica cuanto varia el ancho de la resonancia al cambiar el valor de ω entre (0, 360). Si la
fragilidad es cero quiere decir que la resonancia es insensible a cambios de ω. Pero si es alta es
posible que un objeto resonante pierda la resonancia en algún momento de su evolución. Ver
figura 49.
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Figure 47: Anchos estables en uas de las resonancias exteriores a Neptuno asumiendo para los objetos i = 10o

y ω = 90o. En las regiones oscuras hay superposición de resonancias. (Gallardo, 2020b).

Figure 48: Mapa dinámico mostrando variaciones en semieje del sistema extrasolar HD74156. Se aprecian clara-
mente los anchos en uas en función de la excentricidad y los centros de las resonancias como lineas oscuras (baja
amplitud). La región caótica (amarilla) se corresponde con la superposición de resonancias y con resonancias
cuyas condiciones iniciales en el mapa correspondieron a puntos inestables.
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Figure 49: Ancho máximo en uas (izquierda) y fragilidad (derecha) de la resonancia 4:7 con Neptuno. (Gallardo,
2020b).

6.4.5 Anchos estables
Se supone que la resonancia es un mecanismo que protege a la part́ıcula de encuentros

con el planeta, pero si la excentricidad es suficientemente grande y σ oscila con suficiente gran
amplitud esos encuentros pueden ocurrir. Cuando la órbita de la part́ıcula pasa muy próximo de
la órbita del planeta habrá algunos valores de σ para los cuales R presenta un pronunciado pico,
ver figura 50. Esto ocurre no solo en caso de intersección de la órbita de la part́ıcula y el planeta
sino también cuando para algunos σ la distancia mutua es chica. Eso genera picos en R y ∆R
ya no representa una resonancia estable. No es realista que el movimiento resonante sobreviva a
esos picos pues implican encuentros próximos con el planeta que romperá las libraciones. Luego
de varias pruebas con mapas dinámicos e integraciones numéricas encontramos emṕıricamente
(Gallardo, 2020b) que si hubo un encuentro a menos de 3RHill del planeta la libracion se rompe
por lo que descartamos todos los valores de R obtenidos con encuentros a menos de 3RH . En
realidad para las órbitas directas el limite andaŕıa entre 3 y 4 mientras que para las retrogradas
andaŕıa entre 2 y 3 RH . Y con el ∆R aśı determinado ya podemos calcular los anchos ∆a
estables, es decir el ancho efectivo donde pueden haber libraciones estables sin ser destruidas
por encuentros con el planeta. El criterio anda bastante bien en todos los casos con colisión o
no pero es posible que vaŕıe según el tipo de resonancia y algún otro factor. Por otro lado este
criterio es coherente con trabajos teóricos anteriores (Gladman, 1993). Si no utilizamos este
criterio obtendremos anchos muy grandes y la resonancias se superpondrán a partir de cierta
excentricidad. Para estas altas excentricidades las part́ıculas saltan de resonancia en resonancia
o quedan presas solo si están dentro del ancho estable. Por eso es muy común detectar cometas
y centauros saltando de resonancia en resonancia (Fernández et al., 2017; Fernández et al.,
2016).

En resumen: los anchos nominales son los definidos por las separatrices, los anchos
estables son menores y definidos por la zona de libracion que evita encuentros a menos de
3RHill y donde pueden evolucionar objetos capturados en forma estable en la resonancia. Si
queremos determinar la región caótica nos van a interesar los anchos nominales y si nos interesa
la región estable debemos restringirnos a los anchos estables. Mas claro echale agua.
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Figure 50: Arriba: curvas de nivel. Con el criterio del descarte de encuentros próximos el ancho total 2∆a es
1.1 au. Abajo: función R(σ) con picos para valores del angulo critico σ correspondientes a colisión.

88



T. Gallardo Dinámica Secular y Resonante

Ejercicio. Un asteroide del sistema solar de excentricidad e = 0.3, inclinación i = 10◦ y
argumento del perihelio ω = 100◦ parece estar capturado en una resonancia manteniendo
su semieje osculante entre 2.80 y 2.85 ua. Calculando un atlas de resonancias en esa región
determine de qué resonancia se trata y con qué planeta. Cuál es el angulo critico principal
y en torno de qué valor puede estar librando? Cuál es el periodo de las libraciones y el
ancho en uas de la resonancia? Qué debemos hacer para verificar que efectivamente está
capturado en esa resonancia? Nota: utilizar los programas Superatlas y Resonalyzer.

6.5 Evolución secular del movimiento resonante
En el largo plazo el planeta (aun suponiéndolo en una órbita fija) genera efectos seculares

en el asteroide, como cambios en ϖ y Ω y por lo tanto apartándonos del modelo resonante que
asume perihelios y nodos fijos. El estudio de la evolución secular de un movimiento resonante
es un problema mas sutil que el meramente secular. Puede ser un mecanismo de ZLK dentro de
una resonancia (Gallardo et al., 2012; Saillenfest et al., 2017, 2016) o puede ser una resonancia
secular dentro de una resonancia de movimientos medios (Morbidelli and Moons, 1993; Moons
and Morbidelli, 1995). Ambos mecanismos son responsables por grandes cambios orbitales en
(e, i) que las resonancias de movimientos medios por si solas no logran generar. Para estos
estudios se aplica la teoŕıa de los invariantes adiabáticos. La idea es que la evolución secular
se realiza en una escala de tiempo muy superior entonces se resuelve el movimiento resonante
como vimos antes, con un grado de libertad, y dadas las condiciones iniciales se calcula la acción
J , que de acuerdo a la definición ec. (54) no es otra cosa que el área encerrada por la libracion
y luego se estudia la evolución secular imponiendo J constante. La forma de la banana puede
cambiar pero su area se preserva a medida que la órbita varia secularmente. Se ha escrito
mucho sobre el método desde que Henrard lo propusiera en los 90 pero esta muy bien explicado
en Saillenfest et al. (2017) quien lo aplica al caso espacial con Neptuno en órbita circular. En
Pons and Gallardo (2022) se estudia el caso plano pero para perturbador excéntrico.

Los efectos seculares en un objeto resonante son mas dramáticos que en los no resonantes.
Podemos entenderlo de la siguiente forma: en el no resonante los efectos seculares son equiva-
lentes a los generados por anillos en cambio en los resonantes la sincrońıa hace que las figuras
en el sistema relativo Sol-part́ıcula no sean anillos sino estructuras mas complejas y asimétricas
que generan componentes (R, T,N) sistemáticas que no están presentes para los objetos no
resonantes. Estas estructuras en forma de flor (fig. 40) dependerán fuertemente de (e, i, ω) y
de la resonancia en particular (e intuyo que eso es lo que define la fuerza de una resonancia).
Por esta razón la dinámica ZLK de un objeto resonante es bien diferente de la de un objeto
muy próximo pero no resonante.

Las resonancias seculares dentro de las resonancias de movimientos medios son las princi-
pales responsables de la formación de los gaps en el cinturón de asteroides y el mecanismo ZLK
dentro de las resonancias el responsable de la existencia de objetos con altas (e, i) en la región
TN (sin considerar otros perturbadores externos). Los gaps se generan porque la excentricidad
crece, los asteroides tienen encuentros con los otros planetas, reciben un impulso ∆a y salen
de la resonancia. Los grupos de asteroides resonantes que sobreviven son aquellos en resonan-
cias con semiejes lejanos a los planetas terrestres y que por lo tanto requieren un muy alto
incremento en sus excentricidades para poder ser eliminados (Hildas, Thule, Troyanos).

6.6 Anillos
En los anillos tenemos part́ıculas de bajas (e, i) en resonancias generadas por satélites reg-

ulares con ep = ip = 0 por lo cual j4 = j6 = 0. Las mas importantes son las de orden 1 (fuerza
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proporcional a e1) que excitan levemente la excentricidad generando spiral density waves
(horizontales) y luego las de orden 2 (fuerza con términos s2) que son mas relevantes para
part́ıculas con algo de inclinación que generan spiral bending waves (verticales) en los anil-
los. La suma de esos 2 tipos de ondas es lo que genera el aspecto de los anillos. Muy importante:
la dinámica resonante de anillos esta afectada fuertemente por el achatamiento planetario, o
sea el movimiento medio que define las resonancias no es Kepleriano sino el perturbado por el
achatamiento. A estas resonancias se las conoce como resonancias de Lindblad.

6.7 Resonancia de corrotacion, secundarias y splitting
Si el planeta perturbador es excéntrico es posible que el angulo critico σ1 = kλ−kpλp − (k−

kp)ϖp también libre lo que implicara que la diferencia de perihelios ϖ − ϖp también oscilara,
es decir que el perihelio del asteroide se mantiene oscilando en torno a la dirección del eje
de la órbita planetaria (fija, en caso de que no haya otros perturbadores). Esta oscilación se
realiza con un periodo diferente y a este movimiento se lo conoce como resonancia de corrota-
cion o apsidal corrotation resonance, ACR, pues las lineas de los apsides oscilan entre si
(Michtchenko et al., 2006a). No necesariamente se trata de una resonancia secular y es bastante
común en sistemas cuasi coplanares.

También puede ocurrir una resonancia secundaria que ocurre cuando el periodo de libra-
cion es conmensurable por ejemplo con el periodo de circulación de nodo o perihelio (y a veces
con el angulo sinódico).

Si nos empeñamos en escribir la R resonante para altas (e, i) veremos que necesitamos
muchos términos resonantes. Cada termino tiene un angulo critico σi que contiene la misma
combinación resonante de lambdas pero diversas combinaciones de (ϖ,Ω, ϖp,Ωp). Cada uno
de estos términos resonantes tiene soluciones diferentes incluso con a0 levemente diferentes y el
resultado sera una superposición de modos diferentes (subresonancias) lo cual se traduce en una
evolución caótica saltando de una subresonancia a otra. La resonancia original se subdivide en
varias (splitting) todas muy próximas.

6.8 Resonancias planetarias
Si entre 2 planetas se cumple k1n1 − k2n2 ∼ 0 con (k1 ≤ k2) tenemos resonancia plane-

taria. Existe una diferencia fundamental entre un asteroide en resonancia con un planeta y
dos planetas en resonancia. En la resonancia asteroidal solo el asteroide siente el efecto de la
resonancia y sera diferente si es interior o exterior y el angulo critico también es diferente en
uno y otro caso. En el caso planetario existe un único angulo critico para ambos planetas que
libra en torno de un mismo punto de equilibrio y con el mismo periodo, es una única libracion
que vincula ambas órbitas. No se distinguen resonancias externas o internas y la relación de
amplitudes de libracion esta dada por

∆a1

∆a2
∼ m2

m1
(a1

a2
)2 (176)

según Gallardo, T. et al. (2021) en donde desarrollamos un modelo (GBG21) válido para
planetas con elementos arbitrarios y en la fig 51 mostramos el caso de la quasi resonancia
Júpiter-Saturno. En Pons Vuolo, Juan (2022) se estudia la evolución secular dentro de las
resonancias planetarias en el caso plano.

90



T. Gallardo Dinámica Secular y Resonante

Figure 51: Resonancia 2:5 entre Júpiter y Saturno calculada con el modelo GBG21. El semieje de Saturno esta
en coordenadas de Jacobi. Se indica la posición actual de Saturno y su movimiento en el futuro es hacia la
izquierda por lo cual su semieje ira aumentando.

6.9 Resonancias y migración planetaria
En las etapas de formación de un sistema los planetas migran y en ese proceso pueden

capturar a otros planetas en una resonancia. Si tenemos un planeta migrando con cierta tasa
en el momento que captura a otro planeta en una resonancia su tasa de migración disminuye
pues el planeta con quien se encuentra en resonancia ejerce cierta resistencia proporcional a su
masa. Veamos un modelo simplificado. Supongamos que un planeta m2 pierde o gana momento
angular a una cierta tasa L̇ = m2ḣ2, donde por ser órbita circular h2 = √

a2 aśı que la tasa es

L̇ = m2
ȧ2

2√
a2

(177)

En general esto se modela imponiendo cierta aceleración transversa artificial que genera una tasa
ȧ2 replicando aproximadamente lo que seria el efecto de intercambio de momento angular con
el disco circunestelar. Pero si en determinado momento el planeta m2 entra en una resonancia
con un planeta m1 tal que k1n1 = k2n2 entonces el efecto del disco que se sigue aplicando en el
planeta m2 se transfiere en parte a m1 por el vinculo resonante. Entonces ahora

L̇ = m1
ȧ1

2√
a1

+m2
ȧ′

2
2√

a2
= m2

ȧ2

2√
a2

(178)

y por el vinculo resonante se debe cumplir a3
2k

2
1 = a3

1k
2
2 y derivando

ȧ1 = ȧ′
2

(a2k1

a1k2

)2
(179)

Sustituyendo en 178 se obtiene la nueva tasa ȧ′
2 para el planeta m2 que sera menor a la inicial

ȧ2 pues tiene que arrastrar a m1 que por su vez comenzara a variar con la tasa ȧ1. En la figura
52 se muestra el resultado de una simulación en donde se impone una aceleración transversa
en el planeta m2 el cual migra, captura al planeta m0 y luego este captura a m1. En ningún
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Figure 52: Ejemplo de planeta migrando hacia la estrella que captura un planeta en resonancia y luego este
segundo planeta captura un tercero. Se genera una cadena resonante y las tasas disminuyen (Gallardo et al.,
2016).

momento el modelo cambia, simplemente que los efectos se reparten entre los planetas que
se encuentran vinculados por una resonancia. En este ejemplo se puede ver que los planetas
fueron capturados en resonancia, esto no siempre ocurre, muchas veces el planeta vecino no es
atrapado, queda en su posición y el planeta viajero se lo lleva puesto.

6.10 Resonancias de tres cuerpos
Algunos sistemas planetarios presentan varios planetas que están en resonancias mutuas,

generando cadenas resonantes. Pero son resonancias de dos cuerpos superpuestas como
ocurre con los satélites Galileanos. Una part́ıcula se encuentra en resonancia pura de tres
cuerpos con dos planetas arbitrarios de masasm1 ym2 cuando se verifica una conmensurabilidad
del tipo

kn+ k1n1 + k2n2 ≃ 0 (180)
pero a su vez no hay resonancias mutuas de a dos cuerpos. Análogamente al caso de 2 cuerpos
se llama orden a q = |k + k1 + k2| y se ha demostrado que es muy relevante en la fuerza de la
resonancia pues esta es proporcional a eq para órbitas de baja inclinación, ver Gallardo (2014);
Gallardo et al. (2016). En las resonancias de tres cuerpos puede darse algo que no ocurre en las
de dos cuerpos (con excepción de los troyanos): existen las resonancias de orden cero y como
es de esperar son las mas fuertes. La relación resonante (180) se puede escribir también como

|k1(n1 − n) + k2(n2 − n)| = qn (181)

de donde es fácil entender por que las de orden cero son fuertes, pues en ese caso los planetas 1 y
2 están en resonancia mutua en el sistema rotante con el asteroide. En general son todas débiles
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pues sus fuerzas están factorizadas también por las masas de ambos planetas. Pero en órbitas
de baja excentricidad, como las resonancias de dos cuerpos son muy débiles es posible que las
de tres cuerpos aparezcan. El calculo anaĺıtico o numérico de la R resonante de tres cuerpos
es extremadamente complejo. En el caso de dos cuerpos pod́ıamos computarla suponiendo
ambas órbitas fijas pero en el caso de tres cuerpos si hacemos eso obtendremos una función
perturbadora nula. O sea, si pretendemos poner la función perturbadora resonante como suma
de una contribución por cada planeta con el asteroide tendremos R = R01 + R02 pero como
no hay resonancia entre el asteroide y cada planeta las R0i son nulas. Son las perturbaciones
mutuas entre los planetas las que generan la resonancia de tres cuerpos con el asteroide, por
eso no es posible computar la R asumiendo órbitas fijas. Una discusión sobre las resonancias
de tres cuerpos en los sistemas extrasolares puede verse en Cerioni et al. (2022).

Como en las resonancias de 2 cuerpos aqúı también existe la versión restringida, o sea
asteroide mas 2 planetas, y general, o sea tres cuerpos masivos. Es una dinámica muuuuuuuy
complicada y que sin embargo esta presente en los sistemas planetarios compactos de baja
excentricidad. Y existen miles de asteroides evolucionando en resonancias de tres cuerpos,
especialmente con Júpiter y Saturno. Ver el sitio sites.google.com/view/mmresonances/.

Ejercicio. Un planeta de masa m2 = 1mJup migrando hacia la estrella al llegar a a2 = 5
ua cambia su tasa de migración que era ȧ2 = 1 ua por millón de año a un nuevo valor
igual a la mitad de su valor anterior. Esto se interpreta como debido a la captura en
resonancia 2:1 de un planeta interior. Calcular la masa del planeta interior.

Clases en video:

• Clase 17: https://youtu.be/Qe8qFMgQLe0

• Clase 18: https://youtu.be/Zg4lUk3zNeU

• Clase 19: https://youtu.be/mqAcw5Qgr0M

• Clase 20: https://youtu.be/LzmWq7yxCLc

Minicurso de resonancias:

• versión 2023: seguir este link
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7 Apéndice

7.1 Efecto de (e, i) planetarias
Calculando Rsec numéricamente y usando las ecuaciones de Lagrange para un asteroide

podemos analizar la diferencia en los valores de las derivadas de los elementos entre el caso de
un sistema planetario inclinado y excéntrico y uno circular y plano lo que conduce al concepto
de elementos propios y forzados. Los resultados están en las figuras 53 a 62.

Observamos que cuando imponemos epla = ipla = 0 obtenemos que ė y i̇ en función de Ω y
ϖ presentan pequeñas oscilaciones simétricas en torno de cero por lo que su efecto acumulativo
al variar Ω y ϖ es despreciable y las e, i se mantienen aproximadamente constantes (valores
propios) con una variación oscilante pero con valor neto no nulo de Ω, ϖ (frecuencias propias,
ver figuras 60 y 62). Pero al incluir la excentricidad e inclinación de los planetas se rompe la
simetŕıa y aparece una variación sistemática de e, i generada por modos forzados.
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Figure 53: Las derivadas de los elementos orbitales calculadas con las ecuaciones de Lagrange en función de a
para una part́ıcula de e = 0.1, i = 5, Ω = 60, ϖ = 120. Consideramos como perturbadores a los 4 gigantes en
sus órbitas reales.

Figure 54: Idem figura 53 pero con los 4 gigantes en órbitas circulares y coplanares.
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Figure 55: Las derivadas de los elementos orbitales calculadas con las ecuaciones de Lagrange en función de e
para una part́ıcula de a = 3.0, i = 5, Ω = 60, ϖ = 120. Consideramos como perturbadores a los 4 gigantes en
sus órbitas reales.

Figure 56: Idem figura 55 pero con los 4 gigantes en órbitas circulares y coplanares.
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Figure 57: Las derivadas de los elementos orbitales calculadas con las ecuaciones de Lagrange en función de i
para una part́ıcula de a = 3.0, e = 0.1, Ω = 60, ϖ = 120. Consideramos como perturbadores a los 4 gigantes en
sus órbitas reales.

Figure 58: Idem figura 57 pero con los 4 gigantes en órbitas circulares y coplanares.
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Figure 59: Las derivadas de los elementos orbitales calculadas con las ecuaciones de Lagrange en función de Ω
para una part́ıcula de a = 3.0, e = 0.1, i = 5, ϖ = 120. Consideramos como perturbadores a los 4 gigantes en
sus órbitas reales.

Figure 60: Idem figura 59 pero con los 4 gigantes en órbitas circulares y coplanares.
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Figure 61: Las derivadas de los elementos orbitales calculadas con las ecuaciones de Lagrange en función de ϖ
para una part́ıcula de a = 3.0, e = 0.1, i = 5, Ω = 60. Consideramos como perturbadores a los 4 gigantes en sus
órbitas reales.

Figure 62: Idem figura 61 pero con los 4 gigantes en órbitas circulares y coplanares.
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